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Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

• Ãîëîíîìíûå ñâÿçè, êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî, îáîáùåííûå
êîîðäèíàòû. Âîçìîæíûå è äåéñòâèòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ. Ðåàêöèè
ñâÿçåé. Èäåàëüíûå ñâÿçè. Ïðèíöèï Äàëàìáåðà-Ëàãðàíæà.

• Îáîáùåííûå ñèëû. Âûâîä óðàâíåíèé Ëàãðàíæà èç ïðèíöèïà Äàëàìáåðà�
Ëàãðàíæà.

• Âèä êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ. Ðàçðåøè-
ìîñòü óðàâíåíèé Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ. ßâ-
íûé âèä óðàâíåíèé Ëàãðàíæà äëÿ íàòóðàëüíûõ ñèñòåì.

• Ñëó÷àé ïîòåíöèàëüíûõ ñèë, ëàãðàíæèàí. Ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâ-
íåíèé Ëàãðàíæà: îáîáùåííûé èíòåãðàë ýíåðãèè (èíòåãðàë ßêîáè),
öèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû è öèêëè÷åñêèå èíòåãðàëû.

• Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ïî Ðàóñó. Ïðèìåð: çàäà÷à Êåïëåðà.

• Ïîëÿ ñèììåòðèé. Òåîðåìà Íåòåð.

Âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû

• Ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ Ãàìèëüòîíà. Ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà. Ïðèìå-
íåíèå: ñîõðàíåíèå óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ïðè êàëèáðîâî÷íîì ïðåîá-
ðàçîâàíèè L→ L+ df

dt .

• Ôîðìóëà äëÿ âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ Ãàìèëüòîíà ñ ïî-
äâèæíûìè êîíöàìè. Ïðèìåíåíèå � òåîðåìà Íåòåð.
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• Ïðèíöèï Ìîïåðòþè�ßêîáè äëÿ íàòóðàëüíûõ ñèñòåì. Ìåòðèêà ßêî-
áè â îáëàñòè âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ. Ïðèìåíåíèå: äîêàçàòåëüñòâî
ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñèõ òðàåêòîðèé ñ çàäàííîé ýíåðãèåé íà
íåîäíîñâÿçíîì ìíîãîîáðàçèè.

Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè

• Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íàòóðàëüíûõ ëàãðàíæåâûõ ñèñòåì. Òåîðå-
ìà Ëàãðàíæà�Äèðèõëå.

• Äèññèïàòèâíûå è ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû. Èõ âëèÿíèå íà óñòîé÷è-
âîñòü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ïðèìåðû ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë.

• Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Óðàâíåíèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé. Íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ íàòó-
ðàëüíûõ ñèñòåì.

• Ñòåïåíü íåóñòîé÷èâîñòè. Òåîðåìà Êåëüâèíà�×åòàåâà î âîçìîæíî-
ñòè ñòàáèëèçàöèè ãèðîñêîïè÷åñêèìè ñèëàìè. Ïðèìåð: íåóñòîé÷è-
âîñòü êîëëèíåàðíûõ òî÷åê ëèáðàöèè â îãðàíè÷åííîé çàäà÷å 3 òåë.

Ñèñòåìû ñ èíâàðèàíòíîé ìåðîé

• Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ îá èíâàðèàíòíîé ìåðå ñ ãëàäêîé ïëîòíîñòüþ.

• Çàäàíèå ìåðû äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé. Îãðàíè÷åíèå èíâàðè-
àíòíîé ìåðû íà ìíîãîîáðàçèå óðîâíÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà.

• Ïîíÿòèå èíòåãðèðóåìîñòè â êâàäðàòóðàõ. Òåîðåìà ßêîáè îá èíòå-
ãðèðóåìîñòè ñèñòåìû ñ èíâàðèàíòíîé ìåðîé. Ïðèìåð: óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà�Ïóàññîíà â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà.

• Äèñêðåòíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Òåîðåìà Ïóàíêàðå î âîçâðà-
ùåíèè.

Äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé

• Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà äëÿ òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ñ íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé. Ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà.

• Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà è èíòåãðèðóåìîñòü
â êâàäðàòóðàõ. Òðè êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòè: Ýéëå-
ðà, Ëàãðàíæà è Êîâàëåâñêîé.
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• Âîë÷îê Ýéëåðà. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ïåðâûå èíòåãðàëû, ñòàöèî-
íàðíûå âðàùåíèÿ. Ôàçîâûé ïîòîê íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èíòíå-
ãðàëà ýíåðãèè. Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé.

• Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ Ïóàíñî äâèæåíèÿ âîë÷êà Ýéëåðà.

• Âîë÷îê Ëàãðàíæà. Öèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû è èíòåãðàëû. Ïîíè-
æåíèå ïîðÿäêà ïî Ðàóñó. Ôàçîâûé ïîðòðåò ïðèâåäåííîé ñèñòåìû.
Ñëåä îñè âîë÷êà íà ñôåðå (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ðåãóëÿðíàÿ ïðå-
öåññèÿ.

Êëàññè÷åñêàÿ ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà

• Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà è åãî ñâîéñòâà. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà,
âûâîä óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà. Ãàìèëüòîíèàí íàòóðàëüíîé ñèñòå-
ìû.

• Ñâîéñòâà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà: èíòåãðàë ýíåðãèè; öèêëè÷åñêèå
èíòåãðàëû è ïîíèæåíèå ïîðÿäêà, èíâàðèàíòíàÿ ìåðà.

• Ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (â ôîðìå Ïóàíêàðå).
Âàðèàöèÿ ñ ïîäâèæíûìè êîíöàìè. Îòíîñèòåëüíûå èíòåãðàëüíûå
èíâàðèàíòû Ïóàíêàðå�Êàðòàíà è Ïóàíêàðå.

• Àáñîëþòíûå èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû Ïóàíêàðå è Ïóàíêàðå�Êàðòàíà.
Èíâàðèàíòíîñòü ôîðèû dp∧dq îòíîñèòåëüíî ôàçîâîãî ïîòîêà. Ñëåä-
ñòâèå: òåîðåìà Ëèóâèëëÿ î ñîõðàíåíèè ôàçîâîãî îáúåìà.

• Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ. Ñâîáîä-
íûå êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ òîæ-
äåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ, áëèçêîãî ê òîæäå-
ñòâåííîìó.

• Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Åãî ïîëíûé èíòåãðàë. Òåîðåìà ßêî-
áè îá èíòåãðèðóåìîñòè â êâàäðàòóðàõ. Ïðèìåðû: çàäà÷à Êåïëåðà
è äâèæåíèå â ïîëå äèïîëÿ.

• Ïðèíöèï Ìîïåðòþè â ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêå. Ïîíèæåíèå ïîðÿä-
êà ïî Óèòòåêåðó.
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Ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà íà ìíîãîîáðàçèÿõ

• Ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Äàðáó. Ãà-
ìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå.

• Ñêîáêà Ïóàññîíà è åå ñâîéñòâà. Òîæäåñòâî ßêîáè. Àëãåáðà Ëè
ôóíêöèé íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè. Êîììóòàòîð ãàìèëü-
òîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Òåîðåìà Ïóàññîíà î ïåðâûõ èíòåãðàëàõ.

• Ïåðâûå èíòåãðàëû â èíâîëþöèè. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ�Àðíîëüäà. Èäåÿ
äîêàçàòåëüñòâà òîïîëîãè÷åñêîé ÷àñòè (òåîðåìà Àðíîëüäà).

• Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ îá èíòåãðèðóåìîñòè â êâàäðàòóðàõ.

• Ïåðåìåííûå äåéñòâèå-óãîë äëÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû.
Ïðèìåð: ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð.
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