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Ïðèìåð 1. Äâå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè A ìàññû m1 è B ìàññû m2, ñâÿçàííûå íåâåñîìûì ñòåðæíåì

äëèíû l, äâèæóòñÿ òàê, ÷òî òî÷êà A ñêîëüçèò ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé, à B îñòàåòñÿ â

âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé òðàåêòîðèþ òî÷êè A. Íàéòè àáñîëþòíóþ òðàåêòîðèþ òî÷êè

B, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñèñòåìà ïîêîèëàñü.

Ê ïðèìåðó 1.

Ðåøåíèå. Ââåäåì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñ íà÷àëîì â íåêîòîðîé òî÷êå O òàê, ÷òî

îñü Ox íàïðàâëåíà âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ òî÷êà A, îñü Oy � âåðòèêàëü,

ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ òî÷êè B, îñü Oz ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

dQ

dt
= F (e) +R(e),

ãäå Q � êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ ñèñòåìû (èìïóëüñ ñèñòåìû), F (e) � ãëàâíûé âåêòîð çàäàííûõ âíåøíèõ

ñèë, R(e) � ãëàâíûé âåêòîð ðåàêöèé âíåøíèõ ñâÿçåé. Íà òî÷êè ñèñòåìû äåéñòâóþò çàäàííûå âíåøíèå

ñèëû (ñèëû òÿæåñòè), ïàðàëëåëüíûå îñè Oy. Â ñèëó ãëàäêîñòè âíåøíèõ ñâÿçåé

yA = 0, zA = 0, zB = 0,

íàëîæåííûõ íà ñèñòåìó, ðåàêöèè âíåøíèõ ñâÿçåé íå èìåþò ñîñòàâëÿþùåé, íàïðàâëåííîé ïî îñè Ox. Â

ðåçóëüòàòå òåîðåìà îá èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà îñü Ox ïðèíèìàåò âèä

d

dt
(m1ẋA +m2ẋB) = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ïåðâûé èíòåãðàë (çàêîí ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà îñü Ox)

m1ẋA +m2ẋB = C1

èëè

(m1 +m2)ẋC = C1,

ãäå òî÷êà C � öåíòð ìàññ ñèñòåìû, C1 � êîíñòàíòà èíòåãðàëà. Òàê êàê â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

ñèñòåìà ïîêîèëàñü, òî êîíñòàíòà C1 èíòåãðàëà ðàâíà íóëþ, çíà÷èò,

(m1 +m2)ẋC = 0.
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Îòñþäà, xC = C2, C2 � êîíñòàíòà. Åñëè ïîëîæåíèå íà÷àëà êîîðäèíàò âûáðàòü òàê, ÷òîáû îñü Oy ïðîõî-

äèëà ÷åðåç íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ ñèñòåìû, òî êîíñòàíòà C2 îáðàòèòñÿ â íóëü, è çíà÷èò, âî âñå

âðåìÿ äâèæåíèÿ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî xC = 0. Òî åñòü ñèñòåìà äâèæåòñÿ òàê, ÷òî åå öåíòð ìàññ

C ïåðåìåùàåòñÿ òîëüêî ïî âåðòèêàëè.

Îïðåäåëÿÿ ïîëîæåíèå îòðåçêà AB â ïëîñêîñòè Oxy óãëîì φ ìåæäó AB è âåðòèêàëüþ, ïîëó÷àåì

xB =
m1

m1 +m2
l sinφ, yB = l cosφ.

Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèÿ òî÷êè B � ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè
m1l

m1 +m2
è l:

x2
B(

m1l

m1 +m2

)2 +
y2B
l2

= 1.

Ïðèìåð 2. Äâà ãðóçà A è B ìàññû m1 è ìàññû m2 ñîîòâåòñòâåííî, ñâÿçàííûå íåâåñîìîé íåðàñòÿæè-

ìîé íèòüþ, ïåðåáðîøåííîé ÷åðåç áëîê C, ñêîëüçÿò ïî ãëàäêèì ãðàíÿì êëèíà ìàññû m, íàõîäÿùåãîñÿ

íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Óãëû ïðè îñíîâàíèè êëèíà ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû α è β. Íàéòè

ïåðåìåùåíèå êëèíà, åñëè ãðóç A îïóñòèòñÿ íà âûñîòó h. Ìàññîé áëîêà ïðåíåáðå÷ü. Â íà÷àëüíûé ìî-

ìåíò âðåìåíè ñèñòåìà ïîêîèëàñü è ãðóçû áûëè ðàñïîëîæåíû â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé

áîêîâûì ðåáðàì êëèíà.

Ê ïðèìåðó 2.

Ðåøåíèå. Ââåäåì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñ íà÷àëîì â íåêîòîðîé òî÷êå O òàê, ÷òî îñü

Oy ïåðïåíäèêóëÿðíà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ êëèí, îñü Ox ëåæèò â ãîðèçîí-

òàëüíîé ïëîñêîñòè è ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ êëèíà, îñü Oz ïàðàëëåëüíà áîêîâîìó ðåáðó êëèíà. Èç óñëîâèÿ

çàäà÷è è òåîðåì îá èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñëåäóåò, ÷òî êëèí äâèæåòñÿ

ïîñòóïàòåëüíî ïðÿìîëèíåéíî âäîëü îñè Ox (ïî÷åìó?).

Ñâÿçè, íàëîæåííûå íà ñèñòåìó (êëèí è äâà ãðóçà), èäåàëüíû è â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äîïóñêàþò

ïîñòóïàòåëüíîå ïåðåìåùåíèå ñèñòåìû êàê òâåðäîãî òåëà âäîëü îñè Ox. Çàäàííûå âíåøíèå ñèëû íà ýòî

íàïðàâëåíèå ïðîåêöèé íå äàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå îá èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ïîëó÷àåì

çàêîí ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà îñü Ox:

mv +m1v1x +m2v2x = C1,
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çäåñü v � ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ êëèíà íà îñü Ox, v1x è v2x � ïðîåêöèè àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé

ãðóçîâ íà îñü Ox, C1 � êîíñòàíòà. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà íà÷èíàåò äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ, êîíñòàíòà

C1 îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîåêöèé àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé ãðóçîâ íà îñü Ox ââåäåì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîð-

äèíàò, ñâÿçàííóþ ñ êëèíîì. Êëèí äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî âäîëü îñè Ox, ñëåäîâàòåëüíî,

v1 = vex + v1îòí, v2 = vex + v2îòí,

ãäå v1îòí è v2îòí � ñêîðîñòè ãðóçîâ îòíîñèòåëüíî êëèíà, íàïðàâëåíû ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíÿì êëèíà

è ðàâíû ïî âåëè÷èíå ïðîèçâîäíûì ïåðåìåùåíèé ãðóçîâ ïî ýòèì ãðàíÿì. Ïóñòü x � àáñöèññà öåíòðà ìàññ

êëèíà, à s � îòíîñèòåëüíàÿ êîîðäèíàòà, çàäàþùàÿ ïîëîæåíèå ãðóçà A íà ãðàíè êëèíà. Ñ ó÷åòîì òîãî,

÷òî ãðóçû ñâÿçàíû íåðàñòÿæèìîé íèòüþ, ïîëó÷àåì

mẋ+m1(ẋ− ṡ cosα) +m2(ẋ− ṡ cosβ) = 0,

îòêóäà, èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì

(m+m1 +m2)x− (m1 cosα+m2 cosβ)s = C2

èëè

(m+m1 +m2)(x− x(0)) = (m1 cosα+m2 cosβ)(s− s(0)).

Åñëè ãðóç A îïóñòèëñÿ íà âûñîòó h, ïåðåìåùåíèå ãðóçà ïî ãðàíè êëèíà ðàâíî s− s(0) =
h

sinα
, ñëåäî-

âàòåëüíî, ïåðåìåùåíèå êëèíà âäîëü îñè Ox ðàâíî

x− x(0) =
h

sinα

(m1 cosα+m2 cosβ)

m+m1 +m2
.

Ïðèìåð 3. Êðóãëàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïëàòôîðìà ðàäèóñà R è ìàññû M ìîæåò âðàùàòüñÿ áåç òðåíèÿ

âîêðóã íåïîäâèæíîé âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åå öåíòð. Ïî êðàþ ïëàòôîðìû äâèæåòñÿ ÷å-

ëîâåê (òî÷êà) ìàññû m â ñòîðîíó âðàùåíèÿ ïëàòôîðìû ñ ïîñòîÿííûì ïî âåëè÷èíå îòíîñèòåëüíûì

êàñàòåëüíûì óñêîðåíèåì a. Ñêîëüêî âðåìåíè ïîíàäîáèòñÿ ÷åëîâåêó, ÷òîáû îñòàíîâèòü ïëàòôîðìó, åñ-

ëè ïðè óãëîâîé ñêîðîñòè ïëàòôîðìû ω0 îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ÷åëîâåêà áûëà ðàâíà íóëþ. Ïëàòôîðìó

ñ÷èòàòü îäíîðîäíûì äèñêîì.

Ê ïðèìåðó 3.
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Ðåøåíèå. Ââåäåì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñ íà÷àëîì â öåíòðå O ïëàòôîðìû, îñè Ox è

Oy êîòîðîé ëåæàò â ïëîñêîñòè ïëàòôîðìû, à îñü Oz ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòîé ïëîñêîñòè è äîïîëíÿåò Ox è

Oy äî ïðàâîé òðîéêè.

Ñâÿçè, íàëîæåííûå íà ñèñòåìó, èäåàëüíû è â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äîïóñêàþò ïîâîðîò âñåé ñèñòå-

ìû êàê òâåðäîãî òåëà âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè Oz, ìîìåíò çàäàííûõ ñèë îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè ðàâåí

íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îñè

Oz: KOz = const.

Êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ñèñòåìû KO îòíîñèòåëüíî òî÷êè O ñêëàäûâàåòñÿ èç êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà

ïëàòôîðìû Kïë
O :

Kïë
O = IOzωez =

MR2

2
ωez,

ãäå IOz � ìîìåíò èíåðöèè äèñêà îòíîñèòåëüíî îñè Oz, ω = ωez � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïëàòôîðìû, è

êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ÷åëîâåêà K÷åë
O :

K÷åë
O = m[

−→
OA,v÷åë] = m[Re1, (ωR+ at)e2] = mR(ωR+ at)ez,

ãäå v÷åë � àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü ÷åëîâåêà, e1 =

−→
OA

|−→OA|
, e2 ⊥ e1, e2 ⊥ ez. Â ðåçóëüòàòå êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò

ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îñè Oz ðàâåí

KOz =
(
(Kïë

O +K÷åë
O ), ez

)
=

(
M

2
+m

)
R2ω +mRat.

Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ äàííûõ (óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïëàòôîðìû â íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàâíà ω0) ïîëó÷àåì(
M

2
+m

)
Rω +mat =

(
M

2
+m

)
Rω0.

Îòñþäà íàõîäèì âðåìÿ τ , íåîáõîäèìîå äëÿ îñòàíîâêè ïëàòôîðìû (ω = 0),

τ =
(M + 2m)Rω0

2ma
.

Ïðèìåð 4. Òåëåæêà ïîâîðîòíîãî ïîäúåìíîãî êðàíà äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v îòíîñèòåëüíî

ñòðåëû CDF . Ìîòîð, âðàùàþùèé êðàí, ñîçäàåò â ïåðèîä ðàçãîíà ïîñòîÿííûé ìîìåíò L. Îïðåäåëèòü

óãëîâóþ ñêîðîñòü ω âðàùåíèÿ êðàíà â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ x îò öåíòðà ìàññ òåëåæêè ñ ãðóçîì

äî îñè âðàùåíèÿ AB, åñëè ìàññà òåëåæêè ñ ãðóçîì ðàâíà m, J1 � ìîìåíò èíåðöèè òåëåæêè ñ ãðóçîì

îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åå öåíòð ìàññ, J � ìîìåíò èíåðöèè êðàíà (áåç

òåëåæêè) îòíîñèòåëüíî îñè AB. Âðàùåíèå íà÷èíàåòñÿ â ìîìåíò, êîãäà öåíòð ìàññ òåëåæêè ñ ãðóçîì

íàõîäèëñÿ íà ðàññòîÿíèè x0 îò îñè AB. Îñü AB âåðòèêàëüíà.
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Ê ïðèìåðó 4.

Ðåøåíèå. Ââåäåì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò CXY Z ñ íà÷àëîì â òî÷êå C ñòðåëû òàê, ÷òî îñü

CZ íàïðàâëåíà âäîëü AB, è ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Cxyz, ñâÿçàííóþ ñî ñòðåëîé, îñü Cx êîòîðîé

íàïðàâëåíà âäîëü CD, à îñè CZ è Cz ñîâïàäàþò. Êîîðäèíàòà x çàäàåò ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ òåëåæêè

îòíîñèòåëüíî ñòðåëû.

Ñâÿçè, íàëîæåííûå íà ñèñòåìó, èäåàëüíû è â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äîïóñêàþò ïîâîðîò âñåé ñèñòåìû

êàê òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé âåðòèêàëüíîé îñè AB (Cz). Ïî òåîðåìå îá èçìåíåíèè êèíåòè÷å-

ñêîãî ìîìåíòà ñèñòåìû èìååì

dKCz

dt
= L,

ãäå KCz � ïðîåêöèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñèñòåìû íà îñü Cz. Êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ñèñòåìû ñêëàäû-

âàåòñÿ èç êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñòðåëû è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà òåëåæêè, ïîýòîìó

KCz = Jω + (J1 +mx2)ω.

Ïîñêîëüêó

dKCz

dt
=

dKCz

dx

dx

dt
= v

dKCz

dx
,

ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ω ñ x,

d

dx

[
(J + J1 +mx2)ω

]
=

L

v
.

Òîãäà ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ äàííûõ íàõîäèì

(J + J1 +mx2)ω =
L

v
(x− x0).

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå âûðàæåíèå äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ω èìååò âèä

ω =
L(x− x0)

v(J + J1 +mx2)
.

Ïðèìåð 5. Ïî âíåøíåé ñòîðîíå ãîðèçîíòàëüíîé íåïîäâèæíîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà r1 ñ öåíòðîì O

êàòèòñÿ áåç ñêîëüæåíèÿ, îñòàâàÿñü â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, îäíîðîäíûé äèñê ìàññû m1 ðàäèóñà

r2. Äèñê ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ êðèâîøèïîì OA (A � öåíòð äèñêà), íà êîòîðûé
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äåéñòâóþò ïàðà ñèë ñ ïîñòîÿííûì ìîìåíòîì L. Íàéòè óãëîâóþ ñêîðîñòü êðèâîøèïà â çàâèñèìîñòè

îò åãî óãëà ïîâîðîòà, ñ÷èòàÿ êðèâîøèï îäíîðîäíûì ñòåðæíåì ìàññû m2.

Ê ïðèìåðó 5.

Ðåøåíèå. Ââåäåì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz òàê, ÷òî îñè Ox è Oy ëåæàò â ïëîñêîñòè

äâèæåíèÿ äèñêà, à îñü Oz ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòîé ïëîñêîñòè è äîïîëíÿåò Ox è Oy äî ïðàâîé òðîéêè.

Ñâÿçè, íàëîæåííûå íà ñèñòåìó (íåïîäâèæíàÿ îñü Oz âðàùåíèÿ êðèâîøèïà; êà÷åíèå áåç ñêîëüæåíèÿ

äèñêà ïî îêðóæíîñòè), èäåàëüíû è íå çàâèñÿò îò âðåìåíè (ïî÷åìó?), ñëåäîâàòåëüíî, èìååì ìåñòî òåîðåìà

îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû

dT =
∑
i

(F i, dri),

ãäå T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû,
∑
i

(F i, dri) � ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà âñåõ çàäàííûõ ñèë íà äåéñòâè-

òåëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ òî÷åê, â êîòîðûõ îíè ïðèëîæåíû.

Â íàøåì ñëó÷àå ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà çàäàííûõ ñèë (ïàðû ñèë, ñîçäàþùèõ ìîìåíò L, è ñèë òÿæåñòè)

ðàâíà Ldφ, ãäå φ � óãîë ïîâîðîòà êðèâîøèïà (äîêàçàòü). Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñêëàäûâàåòñÿ èç

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè êðèâîøèïà è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äèñêà. Ïîñêîëüêó êðèâîøèï âðàùàåòñÿ âîêðóã

îñè Oz, åãî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

Têð =
1

2
IOzω

2 =
m2(r1 + r2)

2

6
φ̇2,

ãäå IOz � ìîìåíò èíåðöèè êðèâîøèïà îòíîñèòåëüíî îñè Oz, ω = ωez = φ̇ez � óãëîâàÿ ñêîðîñòü êðèâî-

øèïà. Êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ äèñêà íàéäåì ïî ôîðìóëå Êåíèãà

Tä =
m1v

2
A

2
+

1

2
JAzω

2
ä,

ãäå vA = (r1 + r2)|φ̇| � âåëè÷èíà ñêîðîñòè öåíòðà äèñêà, JAz � ìîìåíò èíåðöèè äèñêà îòíîñèòåëüíî îñè,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè äèñêà, ωä = ωäez � óãëîâàÿ ñêîðîñòü äèñêà.

Äèñê êàòèòñÿ ïî îêðóæíîñòè áåç ñêîëüæåíèÿ, ïîýòîìó ñêîðîñòü òî÷êè äèñêà, ñîâïàäàþùåé â äàííûé

ìîìåíò ñ òî÷êîé êàñàíèÿ C, ðàâíà íóëþ. Òîãäà èç ôîðìóëû Ýéëåðà vA = [ωä ×
−→
CA] ïîëó÷àåì

ωä =
(r1 + r2)φ̇

r2
ez.
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Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äèñêà ðàâíà

Tä =
m1

2
(r1 + r2)

2φ̇2 +
m1r

2
2

4

(
r1 + r2

r2

)2

φ̇2 =
3

4
m1(r1 + r2)

2φ̇2.

Â ðåçóëüòàòå òåîðåìà îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä

d

[
m2(r1 + r2)

2

6
φ̇2 +

3

4
m1(r1 + r2)

2φ̇2

]
= Ldφ.

Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

9m1 + 2m2

12
(r1 + r2)

2φ̇2 = Lφ+ const.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω = φ̇ êðèâîøèïà ðàâíà íóëþ, êîãäà φ = 0. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ

çàâèñèìîñòü ω îò φ èìååò âèä

ω =
2

r1 + r2

√
3L

9m1 + 2m2
.

Ïðèìåð 6. Îäíîðîäíàÿ íåðàñòÿæèìàÿ âåñîìàÿ íèòü ìàññû m è äëèíû 2l, âèñåâøàÿ íà ãëàäêîì öèëèí-

äðå ðàäèóñà r ñ ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ è íàõîäÿùàÿñÿ â ðàâíîâåñèè, íà÷èíàåò äâèæåíèå ñî ñêîðîñòüþ v0.

Íàéòè ñêîðîñòü äâèæåíèÿ íèòè â òîò ìîìåíò, êîãäà îíà ñîéäåò ñ öèëèíäðà. Ñâîáîäíûå êîíöû íèòè

íå ðàñêà÷èâàþòñÿ.

Ê ïðèìåðó 6.

Ðåøåíèå. Äâèæåíèå íèòè ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè öèëèíäðà. Ââåäåì íåïîäâèæ-

íóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñ íà÷àëîì â òî÷êå O, ëåæàùåé íà îñè öèëèíäðà, ïëîñêîñòü Oxy ÿâëÿåòñÿ

ïëîñêîñòüþ äâèæåíèÿ íèòè, îñü Oy íàïðàâëåíà ïî âåðòèêàëè âíèç, îñü Oz íàïðàâëåíà âäîëü îñè öèëèíäðà.

Ñâÿçè, íàëîæåííûå íà ñèñòåìó, èäåàëüíû è íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, çàäàííàÿ ñèëà (ñèëà òÿæåñòè)

èìååò ñèëîâóþ ôóíêöèþ, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ. Óðàâíåíèå

äâèæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç èíòåãðàëà ýíåðãèè

mv2

2
−mgyC = h

èëè

mv2

2
−mgyC =

mv20
2

−mgyC(0),

ãäå v � ñêîðîñòü íèòè, yC � îðäèíàòà öåíòðà ìàññ C íèòè, h� ïîñòîÿííàÿ èíòåãðàëà ýíåðãèè. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò öåíòð ìàññ íèòè ìîæíî íàéòè êàê öåíòð ìàññ äâóõ îäèíàêîâûõ ïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ íèòè äëèíû

8



l − πr

2
è ìàññû

m

2l

(
l − πr

2

)
, öåíòð ìàññ êîòîðûõ íàõîäèòñÿ íà îñè Oy è èìååò îðäèíàòó

y∥ =
1

2

(
l − πr

2

)
,

è îòðåçêà íèòè, îõâàòûâàþùåé öèëèíäð ïî ïîëóîêðóæíîñòè, ìàññû
mπr

2l
, îðäèíàòà öåíòðà ìàññ êîòîðîãî

ðàâíà

y⌢ = −2r

π

(äîêàçàòü). Îòñþäà â íà÷àëüíûé ìîìåíò öåíòð ìàññ íèòè èìååò îðäèíàòó

yC(0) =
1

2l

(
l − πr

2

)2
− r2

l
.

Â ìîìåíò ñõîäà íèòè ñ öèëèíäðà yC = l. Òàêèì îáðàçîì, èç èíòåãðàëà ýíåðãèè ñëåäóåò, ÷òî

v =

√
v20 + g

(
l + πr − r2

l

(
π2

4
− 2

))
.

Ïðèìåð 7. Îäíîðîäíûé ñòåðæåíü AB ìàññû m è äëèíû 2l ñêîëüçèò ñâîèìè êîíöàìè áåç òðåíèÿ ïî

íåïîäâèæíîé âåðòèêàëüíîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà r =
√
2l ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. Íàéòè ðåàê-

öèè â òî÷êàõ êîíòàêòà ñòåðæíÿ ñ îêðóæíîñòüþ êàê ôóíêöèè óãëà φ, îáðàçîâàííîãî îòðåçêîì OC,

ñîåäèíÿþùèì öåíòð O îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì C ñòåðæíÿ, ñ ãîðèçîíòîì. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñòåð-

æåíü ïîêîèëñÿ è ðàäèóñ OA áûë ãîðèçîíòàëåí.

Ê ïðèìåðó 7.

Ðåøåíèå. Ââåäåì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñ íà÷àëîì â öåíòðå O îêðóæíîñòè òàê, ÷òî

îñü Ox ëåæèò â ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè è ãîðèçîíòàëüíà, îñü Oy íàïðàâëåíà ïî âåðòèêàëè ââåðõ, îñü Oz

ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè è äîïîëíÿåò Ox è Oy äî ïðàâîé òðîéêè.

Îñâîáîäèì ñèñòåìó îò ñâÿçåé, òî åñòü áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòåðæåíü êàê ñâîáîäíîå òåëî, íàõîäÿùå-

åñÿ ïîä äåéñòâèåì çàäàííîé ñèëû mg (ñèëû òÿæåñòè) è íåèçâåñòíûõ ðåàêöèé ñâÿçåé NA è NB , â ñèëó

ãëàäêîñòè ñâÿçåé, íàïðàâëåííûõ ïî ðàäèóñàì îêðóæíîñòè â òî÷êàõ A è B. Âûïèøåì òåîðåìó î äâèæåíèè

öåíòðà ìàññ C ñòåðæíÿ

maC = mg +NA +NB ,

ãäå aC � óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ ñòåðæíÿ. Íàéäÿ âûðàæåíèå äëÿ óñêîðåíèÿ öåíòðà ìàññ ñòåðæíÿ êàê

ôóíêöèþ óêàçàííîãî â óñëîâèè óãëà φ, ìîæíî áóäåò âû÷èñëèòü è èñêîìûå ðåàêöèè NA è NB , íàïðèìåð,
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èç óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðîåêöèè âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ íà êàñàòåëüíóþ è

íîðìàëü ê îêðóæíîñòè â òî÷êå B. Ïîñêîëüêó △AOB ïðÿìîóãîëüíûé, â êàæäîå èç óðàâíåíèé âîéäåò ïî

îäíîé íåèçâåñòíîé ðåàêöèè

maτ = −mg cos γ +NA,

maν = −mg sin γ +NB,

ãäå aτ è aν� ïðîåêöèè óñêîðåíèÿ öåíòðà ìàññ íà êàñàòåëüíóþ è íîðìàëü ê îêðóæíîñòè â òî÷êå B ñî-

îòâåòñòâåííî, óãîë γ =
(
π − π

4
− φ

)
� óãîë, îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíîé ñ âåðòèêàëüþ. Òàêèì îáðàçîì,

ðåàêöèè îïðåäåëÿòñÿ èç óðàâíåíèé

maτ = mg cos
(π
4
+ φ

)
+NA,

maν = −mg sin
(π
4
+ φ

)
+NB .

Öåíòð ìàññ C ñòåðæíÿ äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà OC, óñêîðåíèå òî÷êè C ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ñóììîé öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî óñêîðåíèé

aC = −φ̇2−−→OC + φ̈|
−−→
OC|

−−→
AB

|
−−→
AB|

,

îòêóäà

aτ =

√
2

2
lφ̇2 +

√
2

2
lφ̈ =

√
2

2
l(φ̇2 + φ̈),

aν =

√
2

2
lφ̇2 −

√
2

2
lφ̈ =

√
2

2
l(φ̇2 − φ̈).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ φ̈ è φ̇ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëèáî òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåí-

òà îòíîñèòåëüíî îñè Oz, ëèáî òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé îá

èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî îñè Oz. Âû÷èñëèì êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ñòåðæíÿ îòíî-

ñèòåëüíî îñè Oz, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êåíèãà,

(KO, ez) =
(
(m[

−−→
OC × vC ] + ICzωez),ez

)
= ml2φ̇+

ml2

3
φ̇,

ãäå ICz � ìîìåíò èíåðöèè ñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ ñòåðæíÿ è ïåðïåíäè-

êóëÿðíîé ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ, ω = φ̇ez � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñòåðæíÿ. Ìîìåíò ñèë îòíîñèòåëüíî îñè Oz

ðàâåí (
([
−−→
OC ×mg] + [

−→
OA×NA] + [

−−→
OB ×NB ]), ez

)
= mgl cosφ.

Çàïèñàâ òåîðåìó îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî îñè Oz

d

dt

(
4

3
ml2φ̇

)
= mg cosφ,

íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ óãëîâîãî óñêîðåíèÿ

φ̈ =
3

4

g

l
cosφ.
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Ïîíèæàÿ ïîðÿäîê ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ, ïåðåõîäÿ ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ ïî φ, èìååì

d

dφ

φ̇2

2
=

3

4

g

l
cosφ.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ äàííûõ

φ̇2 =
3

2

g

l

(
sinφ−

√
2

2

)
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàéäåííûõ âûðàæåíèé äëÿ φ̈ è φ̇ êàê ôóíêöèé óãëà φ â óðàâíåíèÿ äëÿ ðåàêöèé

ïîëó÷àåì

NA = −mg cos
(π
4
+ φ

)
+maτ =

= −mg

√
2

2
(cosφ− sinφ) +m

√
2

2
l

(
3

2

g

l

(
sinφ−

√
2

2

)
+

3

4

g

l
cosφ

)
=

=

√
2

8
mg(10 sinφ− cosφ− 3

√
2);

NB = mg sin
(π
4
+ φ

)
+maν =

= mg

√
2

2
(cosφ+ sinφ) +m

√
2

2
l

(
3

2

g

l

(
sinφ−

√
2

2

)
− 3

4

g

l
cosφ

)
=

=

√
2

8
mg(10 sinφ+ cosφ− 3

√
2).

Ïîëó÷èòå ðåçóëüòàò, èñïîëüçóÿ òåîðåìó îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.

Ïðèìåð 8. Íàéòè äâèæåíèå ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ìàññ m1 è m2, íàñàæåííûõ íà ãëàäêèé

ãîðèçîíòàëüíûé ñòåðæåíü (îñü Ox); ìàññû ñâÿçàíû ïðóæèíîé æåñòêîñòè c è ìîãóò äâèãàòüñÿ ïî-

ñòóïàòåëüíî âäîëü ñòåðæíÿ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ìàññ ïðè íåíàïðÿæåííîé ïðóæèíå ðàâíî

l. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â íà÷àëüíûé ìîìåíò îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò è ñêîðî-

ñòåé öåíòðîâ ìàññ x1 = 0, ẋ1 = u0, x2 = l, ẋ2 = 0.

Ê ïðèìåðó 8.

Ðåøåíèå. Ïîëîæåíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ êîîðäèíàòàìè: x1 è x2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîãóò

áûòü ïîëó÷åíû èç òåîðåìû îá èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñèñòåìû â ïðîåêöèè íà îñü Ox (ñâÿçè

èäåàëüíû è äîïóñêàþò ïîñòóïàòåëüíîå ïåðåìåùåíèå ñèñòåìû êàê òâåðäîãî òåëà âäîëü ñòåðæíÿ)

d

dt
(m1ẋ1 +m2ẋ2) = 0 èëè m1ẍ1 +m2ẍ2 = 0
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è òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (ñâÿçè èäåàëüíû è íå çàâèñÿò îò âðåìåíè)

d

dt

(
m1ẋ

2
1

2
+

m2ẋ
2
2

2

)
=

dU

dt
,

ãäå U = −c(x2 − x1 − l)2

2
� ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ óïðóãîé ñèëû. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ïåðâûé èíòå-

ãðàë

m1ẋ1 +m2ẋ2 = m1u0,

îòêóäà ïîëó÷àåì

m1x1 +m2x2 = m1u0t+m2l.

Âòîðîå óðàâíåíèå ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðèíèìàåò âèä

m1ẋ1ẍ1 +m2ẋ2ẍ2 = −c(x2 − x1 − l)(ẋ2 − ẋ1)

èëè ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ẍ2 = −m1

m2
ẍ1,

m1ẍ1(ẋ1 − ẋ2) = −c(x2 − x1 − l)(ẋ2 − ẋ1).

Ïîñêîëüêó ẋ1 − ẋ2 ̸= 0 (ïî÷åìó?), èìååì

m1ẍ1 = c(x2 − x1 − l).

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ x2 ÷åðåç x1 è âðåìÿ t

x2 = −m1

m2
x1 +

m1u0

m2
t+ l,

ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ x1

ẍ1 = −ω2x1 +
cu0

m2
t, ω2 = c

(
1

m1
+

1

m2

)
.

Ðåøàÿ ýòî ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, íàõîäèì

x1 =
1

m1 +m2

(
m1u0t+

m2u0

ω
sinωt

)
.

Äëÿ x2 ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé èìååì

x2 = l +
1

m1 +m2

(
m1u0t−

m1u0

ω
sinωt

)
.

Ïðèìåð 9. Îäíîðîäíûé ñòåðæåíü AB ìàññû m è äëèíû 2l äâèæåòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ïîä

äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, ñêîëüçÿ êîíöîì A ïî âíóòðåííåé ñòîðîíå ãëàäêîé ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà

r. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ.
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Ê ïðèìåðó 9.

Ðåøåíèå. Ââåäåì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñ íà÷àëîì â öåíòðå O îêðóæíîñòè, îñü Ox

ãîðèçîíòàëüíà è ëåæèò â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ, îñü Oy íàïðàâëåíà ïî âåðòèêàëè âíèç, îñü Oz

ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ è äîïîëíÿåò Ox è Oy äî ïðàâîé òðîéêè.

Ïîëîæåíèå êîíöà A ñòåðæíÿ è óãîë θ, ñîñòàâëÿþùèé ñòåðæíåì ñ âåðòèêàëüþ, îïðåäåëÿþò ïîëîæå-

íèå ñòåðæíÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîëîæåíèå êîíöà A ìîæíî çàäàòü óãëîì φ ìåæäó ðàäèóñîì OA

îêðóæíîñòè è âåðòèêàëüþ. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà èìååò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû.

Òàê êàê ñâÿçè, íàëîæåííûå íà ñèñòåìó, èäåàëüíû è íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, à çàäàííàÿ ñèëà (ñèëà

òÿæåñòè) äîïóñêàåò ñèëîâóþ ôóíêöèþ, òî ïî òåîðåìå îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè èìååò ìåñòî

èíòåãðàë ýíåðãèè

T = U + h.

Çäåñü T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñòåðæíÿ, U � ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ñèëû òÿæåñòè, h � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðàëà

ýíåðãèè. Êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñòåðæíÿ íàéäåì ïî ôîðìóëå Êåíèãà

T =
mv2C
2

+
1

2
ICzω

2,

ãäå vC � ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ C ñòåðæíÿ, ICz =
ml2

3
� ìîìåíò èíåðöèè ñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî îñè,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ C è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ, ω = θ̇ez � óãëîâàÿ ñêîðîñòü

ñòåðæíÿ. Ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ ïî ôîðìóëå Ýéëåðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

vC = vA + [ω ×
−→
AC].

Òî÷êà A äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè, ïîýòîìó vA = rφ̇τ , τ � åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê îêðóæíîñòè

â òî÷êå A. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

v2C = r2φ̇2 + l2θ̇2 − 2rlφ̇θ̇ cos(φ− θ).

Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ñèëû òÿæåñòè ðàâíà

U = mgyC = mg(r cosφ− l cos θ),
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ãäå yC � îðäèíàòà öåíòðà ìàññ ñòåðæíÿ. Òàêèì îáðàçîì, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðèíèìàåò âèä

m

2

(
r2φ̇2 + l2θ̇2 − 2rlφ̇θ̇ cos(φ− θ)

)
+

ml2

6
θ̇2 = mg(r cosφ− l cos θ) + h.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ C

maC = mg +N ,

ãäå aC � óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ, N � ðåàêöèÿ ñâÿçè â òî÷êå A. Ïðîåêöèÿ ýòîãî âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ

íà êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè â òî÷êå A èìååò âèä

m(aC , τ ) = −mg sinφ.

Óñêîðåíèå òî÷êè C îïðåäåëÿåì ïî ôîðìóëå Ðèâàëüñà

aC = aA + [ε×−→
AC]− ω2−→AC, ε = ω̇.

Óñêîðåíèå òî÷êè A ðàâíî

aA = rφ̈τ + rφ̇2ν,

ãäå ν � åäèíè÷íûé âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè ê îêðóæíîñòè â òî÷êå A. Òîãäà ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ òî÷êè

C íà êàñàòåëüíóþ ðàâíà

(aC , τ ) = rφ̈− lθ̈ cos(φ− θ)− lθ̇2 sin(φ− θ).

Òàêèì îáðàçîì, âòîðîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

rφ̈− lθ̈ cos(φ− θ)− lθ̇2 sin(φ− θ) = −g sinφ.

Ïðèìåð 10. Îäíîðîäíûé êðóãëûé äèñê ìàññû m è ðàäèóñà R âðàùàåòñÿ áåç òðåíèÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ

ω âîêðóã íåïîäâèæíîé âåðòèêàëüíîé îñè AB, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O äèñêà è ñîñòàâëÿþùåé ñ íîð-

ìàëüþ ê ïëîñêîñòè äèñêà óãîë α. Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà C äèñêà äî òî÷êè O ðàâíî OC = e. Ïðÿìûå

AB, OC è íîðìàëü ê ïëîñêîñòè äèñêà ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Íàéòè ðåàêöèè â ïîäøèïíèêàõ A è

B, åñëè OA = a, OB = b.

Ê ïðèìåðó 10.
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Ðåøåíèå. Èñêîìûå ðåàêöèè â ïîäøèïíèêàõ RA è RB óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ äèñêà,

ñëåäóþùèì èç òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O è òåîðåìû î äâèæåíèè

öåíòðà ìàññ

dKO

dt
= [

−−→
OC ×mg] + [

−→
OA×RA] + [

−−→
OB ×RB ],

maC = mg +RA +RB ,

ãäå KO � êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò äèñêà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, aC � óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ C äèñêà.

Ââåäåì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñ íà÷àëîì â òî÷êå O, îñü Oz êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ íåïî-

äâèæíîé âåðòèêàëüíîé îñüþ âðàùåíèÿ AB, îñü Ox ëåæèò â ïëîñêîñòè ACB, îñü Oy äîïîëíÿåò Ox è Oz

äî ïðàâîé òðîéêè. Çàìåòèì, ÷òî îñü Oy ëåæèò â ïëîñêîñòè äèñêà è îðòîãîíàëüíà äèàìåòðó, ïðîõîäÿùåìó

÷åðåç òî÷êó O. Òàêæå ââåäåì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oξηζ, ïîëó÷àåìóþ ïîâîðîòîì îñåé Oxyz

âîêðóã îñè Oy íà óãîë α ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Òîãäà äèàìåòð äèñêà, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó O, ëåæèò

íà îñè Oξ, à Oζ � íîðìàëü ê ïëîñêîñòè äèñêà. Åäèíè÷íûå âåêòîðû ïîäâèæíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò Oxyz

è Oξηζ áóäåì îáîçíà÷àòü ex, ey, ez è eξ, eη, eζ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäâèæíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz è

Oξηζ âðàùàþòñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè Oz ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = ωez.

Îñè Oξ, Oη, Oζ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãëàâíûå îñè èíåðöèè îäíîðîäíîãî äèñêà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O

(ïî÷åìó?), ñëåäîâàòåëüíî, êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò äèñêà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O ðàâåí

KO = IOξωξeξ + IOηωηeη + IOζωζeζ ,

ãäå IOξ, IOη, IOζ � ìîìåíòû èíåðöèè äèñêà îòíîñèòåëüíî îñåé Oξ, Oη, Oζ; ωξ, ωη, ωζ � ïðîåêöèè âåêòîðà

óãëîâîé ñêîðîñòè íà îñè Oξ, Oη, Oζ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó

ω = ωez = ω sinαeξ + ω cosαeζ ,

à IOξ =
mr2

4
, IOζ =

mR2

2
+me2, ïîëó÷àåì

KO =
mR2

4
ω sinαeξ +

(
mR2

2
+me2

)
ω cosαeζ .

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

eξ = cosαex + sinαez,

eζ = − sinαex + cosαez,

âåêòîð êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà äèñêà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O (â àáñîëþòíîì äâèæåíèè) ïðèíèìàåò âèä

KO = −
(
mR2

4
+me2

)
sinα cosαωex +

(
mR2

4
+

(
mR2

4
+me2

)
cos2 α

)
ωez.

Ïðîèçâîäíàÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ïî âðåìåíè ðàâíà

dKO

dt
= −

(
mR2

4
+me2

)
sinα cosαω̇ex +

(
mR2

4
+

(
mR2

4
+me2

)
cos2 α

)
ω̇ez−

−
(
mR2

4
+me2

)
ω sinα cosαėx +

(
mR2

4
+

(
mR2

4
+me2

)
cos2 α

)
ωėz.
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Ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè Oz ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = ωez, ïîýòîìó

ėx = [ω × ex] = ωey, ėz = [ω × ez] = 0

è

dKO

dt
= −

(
mR2

4
+me2

)
sinα cosαω̇ex+

+

(
mR2

4
+

(
mR2

4
+me2

)
cos2 α

)
ω̇ez −

(
mR2

4
+me2

)
sinα cosαω2ey.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî â òî÷êå A� ñôåðè÷åñêèé øàðíèð, à â òî÷êå B � öèëèíäðè÷åñêèé, ïðåäñòàâèì íåèçâåñòíûå

ðåàêöèè â ïîäøèïíèêàõ â âèäå

RA = RAxex +RAyey +RAzez, RB = RBxex +RByey.

Òîãäà ìîìåíòû ñèëû òÿæåñòè è ðåàêöèé îòíîñèòåëüíî òî÷êè O ðàâíû

[
−−→
OC ×mg] = −[(e cosαex + e sinαez)×mgez] = mge cosαey,

[
−→
OA×RA] = [−aez × (RAxex +RAyey +RAzez)] = −aRAxey + aRAyex,

[
−−→
OB ×RB ] = [bez × (RBxex +RByey)] = bRBxey − bRByex.

Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O ïîëó÷àåì ñèñòåìó

óðàâíåíèé

−
(
mR2

4
+me2

)
sinα cosαω̇ = aRAy − bRBy,

−
(
mR2

4
+me2

)
ω2 sinα cosα = mge cosα− aRAx + bRBx,(

mR2

4
+

(
mR2

4
+me2

)
cos2 α

)
ω̇ = 0.

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ω = const, òî åñòü äèñê âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè Oz ñ ïîñòî-

ÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Òîãäà

0 = aRAy − bRBy,

−
(
mR2

4
+me2

)
ω2 sinα cosα = mge cosα− aRAx + bRBx.

Ïîñêîëüêó ïëîñêîñòü Oxz òàêæå âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè Oz ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = ωez,

öåíòð ìàññ C äèñêà êàê òî÷êà ïëîñêîñòè Oxz äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà e cosα è åå óñêîðåíèå

ðàâíî

aC = −e cosαω2ex.

Ñîãëàñíî òåîðåìå î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ â ïðîåêöèÿõ íà îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz ïîëó÷àåì

−me cosαω2 = RAx +RBx,

0 = RAy +RBy,

0 = RAz −mg.
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Ðåøàÿ âûïèñàííûå óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíî, íàõîäèì íåèçâåñòíûå êîìïîíåíòû ðåàêöèé â ïîäøèïíèêàõ

RAx =
mω2 cosα

a+ b

[(
R2

4
+ e2

)
sinα− eb

]
+

mge cosα

a+ b
,

RBx = −mω2 cosα

a+ b

[(
R2

4
+ e2

)
sinα+ ea

]
− mge cosα

a+ b
,

RAy = RBy = 0,

RAz = mg.

Ïðèìåð 11. Òÿæåëàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî âåðòèêàëüíîé øåðîõîâàòîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà r, âûõîäÿ

èç êîíöà ãîðèçîíòàëüíîãî äèàìåòðà áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Çíàÿ êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ f ,

íàéòè ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé òî÷êà äîñòèãíåò íàèíèçøåãî ïîëîæåíèÿ.

Ê ïðèìåðó 11.

Ðåøåíèå. Îïðåäåëÿÿ ïîëîæåíèå òî÷êè íà îêðóæíîñòè óãëîì φ, âûïèøåì åå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â

ïðîåêöèè íà êàñàòåëüíóþ è íîðìàëü ê îêðóæíîñòè

m
dv

dt
= mg cosφ− F,

m
v2

r
= −mg sinφ+N,

ãäå N � íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ ñâÿçè, F = fN � ñèëà òðåíèÿ.

Âûðàæàÿ íîðìàëüíóþ ðåàêöèþ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå âûðàæåíèå â ïåðâîå,

ïîëó÷àåì

dv

dt
= −f

v2

r
+ g(cosφ− f sinφ).

Ïîñêîëüêó

dv

dt
=

dv

dφ

dφ

dt
=

dv

dt

v

r
=

1

2

d(v2/r)

dφ
,

èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ òî÷êè v è óãëîì φ, îïðå-

äåëÿþùèì åå ïîëîæåíèå,

1

2

d

dφ

(
v2

r

)
= −f

v2

r
+ g(cosφ− f sinφ).

Ïîëó÷èëè ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ èñêîìîé ôóíêöèåé
v2

r
. Åãî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

ñóììà îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ÷àñòíîãî ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî,
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êîòîðîå ìîæíî íàéòè â âèäå A sinφ+B cosφ. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

v2

r
= Ce−2fφ,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîäñòàâëÿÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå â óðàâíåíèå, íàõîäèì çíà÷åíèÿ äëÿ A è

B

A = 2g
1− 2f2

1 + 4f2
, B = 6g

f

1 + 4f2
.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

v2

r
= Ce−2fφ + 2g

1− 2f2

1 + 4f2
sinφ+ 6g

f

1 + 4f2
cosφ.

Èç íà÷àëüíûõ äàííûõ v = 0 ïðè φ = 0 ñëåäóåò

C = −6g
f

1 + 4f2
.

Îòñþäà

v2

r
= − 6gf

1 + 4f2
e−2fφ +

2g

1 + 4f2

(
(1− 2f2) sinφ+ 3f cosφ

)
.

Ïðè φ =
π

2
òî÷êà äîñòèãíåò íàèíèçøåãî ïîëîæåíèÿ è åå ñêîðîñòü ïðèìåò çíà÷åíèå

v =

√
2gr

1 + 4f2
(1− 2f2 − 3e−fπ).

Ïðèìåð 12. Ãðóç A ìàññû m1 ïîäâåøåí ê îäíîðîäíîìó íåðàñòÿæèìîìó êàíàòó ìàññû m2 äëèíû L.

Êàíàò ïåðåáðîøåí ÷åðåç áëîê B, âðàùàþùèéñÿ âîêðóã îñè O, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè ÷åðòåæà.

Êàíàò ïî áëîêó íå ïðîñêàëüçûâàåò. Âòîðîé êîíåö êàíàòà ïðèêðåïëåí ê îñè êàòêà C, êàòÿùåãîñÿ áåç

ñêîëüæåíèÿ ïî íåïîäâèæíîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Áëîê B è êàòîê C � îäíîðîäíûå êðóãëûå äèñêè

ìàññû m3 ðàäèóñà r. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ êà÷åíèÿ êàòêà C î ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü ðàâåí fk. Â

íà÷àëüíûé ìîìåíò ñèñòåìà ïîêîèëàñü è ñ áëîêà B ñâèñàëà ÷àñòü êàíàòà äëèíû l. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü

ãðóçà A â çàâèñèìîñòè îò åãî âåðòèêàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ h.

Ê ïðèìåðó 12.

Ðåøåíèå. Ââåäåì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñ íà÷àëîì â öåíòðå O áëîêà B, îñü Ox ãîðè-

çîíòàëüíà è ëåæèò â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû, Oy íàïðàâëåíà ïî âåðòèêàëè âíèç, îñü Oz ïåðïåíäè-

êóëÿðíà ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ è äîïîëíÿåò Ox è Oy äî ïðàâîé òðîéêè.
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Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû, åå ïîëîæåíèå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò

áûòü çàäàíî âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòîé ãðóçà A � êîîðäèíàòîé y. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè dT = dA, ãäå T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

ñèñòåìû, dA� ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà âñåõ çàäàííûõ ñèë è ðåàêöèé ñâÿçåé íà äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ

òî÷åê ñèñòåìû, â êîòîðûõ îíè ïðèëîæåíû.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñêëàäûâàåòñÿ èç êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé îòäåëüíûõ ÷àñòåé ñèñòåìû:

ãðóçà A: Tãð =
m1ẏ

2

2
;

êàíàòà: Têàí =
m2ẏ

2

2
;

áëîêà: Táë =
1

2
Iáëω

2
áë =

m3ẏ
2

4
;

êàòêà: Tê =
m3v

2
C

2
+

1

2
Iêω

2
ê =

m3ẏ
2

2
+

m3ẏ
2

4
=

3m3ẏ
2

4
.

Çäåñü Iáë =
m3r

2

2
� ìîìåíò èíåðöèè áëîêà îòíîñèòåëüíî îñè Oz, ωáë =

ẏ

r
ez � óãëîâàÿ ñêîðîñòü áëîêà,

vC � ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ êàòêà, Iê =
m3r

2

2
� ìîìåíò èíåðöèè êàòêà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç öåíòð ìàññ êàòêà è ïåðïåíäèêóëÿðíîé åãî ïëîñêîñòè, ωê =
ẏ

r
ez � óãëîâàÿ ñêîðîñòü êàòêà.

Âçàèìîäåéñòâèå êàòêà ñ ïðÿìîé, ïî êîòîðîé îí êàòèòñÿ áåç ñêîëüæåíèÿ, ñâîäèòñÿ ê ðåàêöèè, ïðèëî-

æåííîé ê êàòêó â òî÷êå êîíòàêòà,

R = −Rxex −Ryey

è ïàðå ñèë ñ ìîìåíòîì ñèëû òðåíèÿ êà÷åíèÿ

M = −fkRy
ωê

|ωê|
.

Ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà dA ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé ðàáîò ñèë òÿæåñòè, äåéñòâóþùèõ íà ãðóç A è êàíàò, è

ðàáîòû òðåíèÿ êà÷åíèÿ, ðàâíîé −fkRy
dy

r
, (ïî÷åìó?). Ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà ñèë òÿæåñòè, ïîñêîëüêó ýòè

ñèëû ïîòåíöèàëüíû, ðàâíà dU1+ dU2, ãäå U1 = m1gy, U2 = m2gy2 � ñèëîâûå ôóíêöèè äëÿ ãðóçà è êàíàòà

ñîîòâåòñòâåííî, y2 � îðäèíàòà öåíòðà ìàññ êàíàòà. Êîîðäèíàòà y2, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ öåíòðà ìàññ,

ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê êîîðäèíàòà öåíòðà ìàññ òðåõ îòðåçêîâ êàíàòà: ãîðèçîíòàëüíîãî, âåðòèêàëüíîãî

è äóãîîáðàçíîãî îáëåãàþùåãî áëîê. Ìàññû ýòèõ îòðåçêîâ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû:
m2

L

(
L− y − πr

2

)
,
m2

L
y,

m2

L

πr

2
, à îðäèíàòû èõ öåíòðîâ ìàññ � (−r),

y

2
, y⌢. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå

dA = m1gdy +m2g d

(
− r

L

(
L− y − πr

2

)
+

y2

2L
+

πr

2L
y⌢

)
− fkRy

r
dy.

Çàìåòèì, ÷òî y⌢ ïîñòîÿííà è åå ìîæíî íå âû÷èñëÿòü.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ðåàêöèè Ry âûïèøåì òåîðåìó îá èçìåíåíèè

êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî íàèâûñøåé òî÷êè áëîêà B äëÿ ÷àñòè ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç êàòêà è

ãîðèçîíòàëüíîãî ó÷àñòêà êàíàòà. Ïîñêîëüêó ñêîðîñòè òî÷åê ãîðèçîíòàëüíîãî ó÷àñòêà êàíàòà íàïðàâëåíû
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âäîëü ýòîãî ó÷àñòêà, åãî êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî íàèâûñøåé òî÷êè áëîêà B ðàâåí íóëþ. Òîãäà

d

dt

(
m3r

2

2
ω

)
= −m3g

(
L− y − πr

2

)
− m2g

2L

(
L− y − πr

2

)2
+Ry

(
L− y − πr

2

)
+Rxr − fkRy,

ñïðàâà âûïèñàíà ñóììà ìîìåíòîâ ñèë òÿæåñòè êàòêà è ó÷àñòêà êàíàòà, ñîñòàâëÿþùèõ ðåàêöèè îòíîñè-

òåëüíî íàèâûñøåé òî÷êè áëîêà B è òðåíèÿ êà÷åíèÿ. Èç òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà

êàòêà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ïîëó÷àåì

d

dt

(
m3r

2

2
ω

)
= Rxr − fkRy.

Èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ðåàêöèè

Ry = m3g +
m2g

2L

(
L− y − πr

2

)
.

Òåïåðü òåîðåìà îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðèíèìàåò âèä

d

(
1

2
(m1 +m2 + 2m3)ẏ

2

)
= m1gdy +m2g d

(
ry

L
+

y2

2L

)
− fk

r

(
m3g +

m2g

2L

(
L− y − πr

2

))
dy.

Èíòåãðèðóÿ ëåâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî v, à ïðàâóþ � îò l äî l + h, íàõîäèì

âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè ãðóçà â çàâèñèìîñòè îò åãî âåðòèêàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ h

1

2
(m1 +m2 + 2m3)v

2 = gh

[
m1 +

m2

2L
(2r + 2l + h)− fk

r

(
m3 +m2

(
1

2
− πr

4L
− l

2L
− h

4L

))]
.

Òàêèì îáðàçîì,

v =

√√√√√2gh

[
m1 +

m2

2L
(2r + 2l + h)− fk

r

(
m3 +m2

(
1

2
− πr

4L
− l

2L
− h

4L

))]
m1 +m2 + 2m3

.

Óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì ãëàâû 2 "Äèíàìèêà ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê"

ñáîðíèêà "Çàäà÷è ïî òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå"

2.85. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ ñèñòåìû â ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëü.

2.86. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëü äëÿ íåçà-

êðåïëåííîãî ìîòîðà, à çàòåì äëÿ çàêðåïëåííîãî. Íåçàêðåïëåííûé ìîòîð íå áóäåò ïîäïðûãèâàòü íàä ôóí-

äàìåíòîì, åñëè íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ ñâÿçè íåîòðèöàòåëüíà.

2.87. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ ñèñòåìû.

2.88. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè, ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O (îñü âðàùåíèÿ).

2.89. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî îñè z.

2.90. Âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëîì òåîðåìû î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ, çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî

ìîìåíòà ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ è çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

20



2.91. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé

îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè. Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò èç òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíå-

òè÷åñêîé ýíåðãèè?

2.92. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ è òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

(èëè òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ äèñêà).

2.93. Ñì. 2.92.

2.94. Ñì. 2.92.

2.95. Ñì. 2.92.

2.96. Âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëîì ýíåðãèè.

2.97. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ñèñòåìû.

2.98. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ñèñòåìû.

2.99. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ â ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëü, çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ

ýíåðãèè è òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ â ïðîåêöèè íà âåðòèêàëü.

2.100. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç íåïîäâèæíûé êîíåö, è çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

2.101. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ êàæäîãî èç óêàçàííûõ ñëó÷àåâ äâèæåíèÿ.

2.102. Íàéòè óãëîâóþ ñêîðîñòü è óãëîâîå óñêîðåíèå ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ëèáî èç òåîðåìû îá èçìåíåíèè

êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé îñè âðàùåíèÿ, ëèáî èç èíòåãðàëà ýíåðãèè. Âûïèñàòü

òåîðåìó î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ â ïðîåêöèÿõ íà óêàçàííûå íàïðàâëåíèÿ.

2.103. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî îñè ïîäâåñà (îñè

âðàùåíèÿ) â êàæäîì èç óêàçàííûõ ñëó÷àåâ è ñðàâíèòü óðàâíåíèÿ.

2.104. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.

2.105. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ. Íåîáõîäèìûì

óñëîâèåì îòðûâà ñòåðæíÿ îá ñòåíû ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå ðåàêöèè â òî÷êå A â íóëü.

2.106. Äëÿ îñâîáîäèâøåãîñÿ ñòåðæíÿ âûïèñàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è òåîðåìó î äâèæåíèè öåíòðà

ìàññ â ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëü. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ âçÿòü êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (â ìîìåíò

îòðûâà) ñòåðæíÿ â çàäà÷å 2.105.

2.107. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ â ïðîåêöèè íà âåðòèêàëü â ìîìåíò îáðûâà íèòè

è òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ â òîò æå ìîìåíò.

2.108. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ â ïðîåêöèè íà íàòÿíóòóþ íèòü â ìîìåíò îáðûâà

äðóãîé è òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ â òîò æå ìîìåíò.

2.109. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ â ïðîåêöèè íà

íîðìàëü ê öèëèíäðó â òî÷êå B. Â ìîìåíò îòäåëåíèÿ öèëèíäðà îò ïëîùàäêè íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ

ðåàêöèè îáðàùàåòñÿ â íóëü.
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2.110. Ðàçðåçàâ íèòü è äîáàâèâ â ÷èñëî âíåøíèõ ñèë íàòÿæåíèå íèòè, âûïèñàòü äëÿ êàæäîãî öèëèíäðà

òåîðåìó î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ â ïðîåêöèè íà íàêëîííóþ ïëîñêîñòü è òåîðåìó îá èçìåíåíèè êèíåòè÷å-

ñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ.

2.111. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç òî÷êó ïîäâåñà O è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ, è òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè.

2.112. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ è òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìî-

ìåíòà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ.

2.113. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëü è òåî-

ðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ñèñòåìû.

2.114. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîãî êîíöà

ñòåðæíÿ è òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ñèñòåìû.

2.115. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî îñè öèëèíäðà è

òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ñèñòåìû.

2.116. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ ñèñòåìû è òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷å-

ñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ ñèñòåìû.

2.117. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà íàêëîííóþ ïëîñêîñòü

è íîðìàëü ê íåé è òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ñèñòåìû.

2.118. Íàéòè êîìïîíåíòû óãëîâîé ñêîðîñòè â ãëàâíûõ öåíòðàëüíûõ îñÿõ èíåðöèè äèñêà. Âûïèñàòü êîì-

ïîíåíòû êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â òåõ æå îñÿõ.

2.119. Íàéòè êîìïîíåíòû óãëîâîé ñêîðîñòè â ãëàâíûõ îñÿõ èíåðöèè äèñêà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O. Âûïè-

ñàòü êîìïîíåíòû êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â òåõ æå îñÿõ.

2.120. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, èñõîäÿ èç åãî ïðåäñòàâëåíèÿ â

ãëàâíûõ öåíòðàëüíûõ îñÿõ èíåðöèè äèñêà (ñì. 2.118). Äîêàçàòü, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ðåàê-

öèé â ïîäøèïíèêàõ ñîñòàâëÿþò ïàðó.

2.121. Ñì. 2.118.

2.122. Ñì. 2.120.

2.123. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè A, èñõîäÿ èç

ïðåäñòàâëåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â ãëàâíûõ îñÿõ èíåðöèè òðåóãîëüíèêà îòíîñèòåëüíî òî÷êè A.

2.124. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè, ïðåäñòàâèòü êîìïîíåíòû óãëîâîé ñêîðîñòè â óãëàõ

Ýéëåðà è íàéòè êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âåêòîð êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñîñòàâëÿåò óãîë θ

ñ îñüþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ãèðîñêîïà, ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó óãëîâîé ñêîðîñòüþ ñîáñòâåííîãî

âðàùåíèÿ ãèðîñêîïà è óãëîâîé ñêîðîñòüþ ïðåöåññèè.

2.125. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè äèñêà â ãëàâíûõ öåíòðàëüíûõ îñÿõ, íàéòè
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êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò äèñêà äëÿ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè è óãîë, êîòîðûé ñîñòàâëÿåò îñü ïðåöåññèè

ñ ïëîñêîñòüþ äèñêà. Âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëîì p2 + q2 = const, ïðåäñòàâèâ åãî ÷åðåç óãëû Ýéëåðà.

2.126. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà äëÿ ðîòîðà, ñ÷èòàÿ, ÷òî êèíåòè-

÷åñêèé ìîìåíò íàïðàâëåí ïî îñè ðîòîðà.

2.127. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, ñ÷èòàÿ,

÷òî êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò íàïðàâëåí ïî îñè ãèðîñêîïà.

2.128. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ è òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìî-

ìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè A (èëè îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ) â ìîìåíò îáðûâà íèòè.

2.129. Â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè äâèæåíèÿ ïîíèçèòü ïîðÿäîê, ïåðåéäÿ ê íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé

x. Ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü ìåæäó ñêîðîñòüþ áðóñêà è ïðîéäåííûì ïóòåì.

2.130. Âûïèñàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè, èìåÿ â âèäó, ÷òî ñè-

ëà òðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ðåçóëüòèðóþùåé íîðìàëüíîé ðåàêöèè. Ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ñâÿçü

ìåæäó ñêîðîñòüþ øàðèêà è óãëîì, çàäàþùèì åãî ïîëîæåíèå íà îêðóæíîñòè.

2.131. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà äâèæåòñÿ ïî âåðòèêàëüíîé îêðóæíîñòè. Âûïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â

ïðîåêöèè íà êàñàòåëüíóþ è íîðìàëü ê ýòîé îêðóæíîñòè. Ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ñâÿçü ìåæäó

ñêîðîñòüþ òî÷êè è óãëîì, çàäàþùèì åå ïîëîæåíèå íà îêðóæíîñòè.

2.132. Âûïèñàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âäîëü íàêëîííîé è ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü ìåæäó ñêîðîñòüþ áðóñêà

è ïðîéäåííûì ïóòåì.

2.133. Ñì. 2.129.

2.134. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà îñòàåòñÿ â ïëîñêîñòè ìåðèäèàíà. Âûïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè

íà êàñàòåëüíóþ è íîðìàëü ê îêðóæíîñòè. Ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ òî÷êè

è óãëîì φ, çàäàþùèì åå ïîëîæåíèå íà îêðóæíîñòè. Òî÷êà ìîæåò îñòàíîâèòüñÿ íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû

íà ó÷àñòêå, çàäàâàåìîì óãëàìè φ ∈ (0, φ0], ãäå tgφ0 = f , ïðè ýòîì íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ âî âñåõ òî÷êàõ

óêàçàííîãî ïðîìåæóòêà äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé.

2.135. Ñì. 2.134.

2.136. Âûïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà îñè åñòåñòâåííîãî òðåõãðàííèêà, èìåÿ â âèäó, ÷òî

íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Èç ïðîåêöèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà áèíîð-

ìàëü îïðåäåëèòñÿ íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ.

2.137. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ ñòåðæíÿ â ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëü è âåðòè-

êàëü. Íàéòè íîðìàëüíûå ðåàêöèè â òî÷êàõ êîíòàêòà ñòåðæíÿ ñî øêèâàìè, èñïîëüçóÿ òåîðåìó îá èçìåíåíèè

êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ.

2.138. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îòäåëüíî äëÿ äâèæåíèÿ ââåðõ ïî

íàêëîííîé ïëîñêîñòè è âíèç.

2.139. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè-
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÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ âñåé ñèñòåìû.

2.140. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ öèëèíäðà è òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷å-

ñêîé ýíåðãèè (èëè òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ).

2.141. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ñèñòåìû.

2.142. Ñì. 2.141.

2.143. Ñì. 2.140.

2.144. Ñì. 2.140.

2.145. Ñì. 2.140.

2.146. Ñì. 2.140.

2.147. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ è òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìî-

ìåíòà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ.

2.148. Ñì. 2.147.

2.149. Ñì. 2.147.

2.150. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.

2.151. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ñèñòåìû. Íàéòè íîðìàëüíûå

ðåàêöèè â òî÷êàõ êîíòàêòà êàòêà è ðó÷êè ñ ãðóíòîì, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ è òåîðåìó

îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ äëÿ ðó÷êè.

2.152. Ñì. 2.147.
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