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Ïðèìåð 1. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m äâèæåòñÿ â îäíîðîäíîì ïîëå ñèëû òÿæåñòè, èñïûòûâàÿ

ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû ïðîïîðöèîíàëüíîå ñêîðîñòè: F ñîïð = −kmgv. Íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè è

âðåìÿ äâèæåíèÿ äî ïîäúåìà, âûñîòó ïîäúåìà, ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé îíà âåðíåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå,

åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òî÷êè ñîîáùèëè íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü v0, íàïðàâëåííóþ âåðòèêàëüíî

ââåðõ.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè ïîëó÷èì èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà

ma = mg − kmgv.

Â äåêàðòîâûõ îñÿõ Oxyz, ãäå O � èñõîäíîå ïîëîæåíèå òî÷êè, Oz � âåðòèêàëü, íàïðàâëåííàÿ ââåðõ,

ïëîñêîñòü Oxy ãîðèçîíòàëüíà, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà ïîäúåìå ïðèìóò âèä

mẍ = −kmgẋ,

mÿ = −kmgẏ,

mz̈ = −mg − kmgż.

Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé, â ñèëó íà÷àëüíûõ äàííûõ

x(0) = 0, y(0) = 0, z(0) = 0; ẋ(0) = 0, ẏ(0) = 0, ż(0) = v0

ñëåäóåò, ÷òî x ≡ 0, y ≡ 0 (äîêàçàòü), òî åñòü òî÷êà áóäåò äâèãàòüñÿ ïî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç åå íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, ñîãëàñíî òðåòüåìó óðàâíåíèþ. Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå, ïîëó÷àåì çàêîí

äâèæåíèÿ òî÷êè íà ïîäúåìå

z =
1 + kv0

k2g

(
1− exp (−kgt)

)− t

k
.

Âðåìÿ ïîäúåìà T îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ â íóëü ñêîðîñòè (ż = 0)

1 + kv0

k
exp (−kgT )− 1

k
= 0.

Îòêóäà

T =
1
kg

ln (1 + kv0),

à âûñîòà ïîäúåìà

H = z(T ) =
v0

kg
− 1

k2g
ln (1 + kv0).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñêîðîñòè òî÷êè, ñ êîòîðîé îíà âåðíåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå, ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ òî÷êè âíèç

ma = mg − kmgv

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè x(0) = 0, y(0) = 0, z(0) = H, ẋ(0) = 0, ẏ(0) = 0, ż(0) = 0. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ äâè-

æåíèÿ ââåðõ, òî÷êà áóäåò äâèãàòüñÿ ïî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åå íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå,

ñîãëàñíî óðàâíåíèþ

mz̈ = −mg − kmgż,
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ïðè ýòîì ż ≤ 0. Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ çàäà÷è äîñòàòî÷íî íàéòè çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè (v = ż) îò ïîëîæåíèÿ

z. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì óñêîðåíèå z̈ â âèäå

z̈ =
dv

dt
=

dv

dz
ż = v

dv

dz
.

Òîãäà èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò

v
dv

dz
= −g(1 + kv).

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì
vê∫

0

vdv

1 + kv
= −g

0∫

H

dz,

ãäå vê � ñêîðîñòü, êîòîðóþ ïðèîáðåòåò òî÷êà â ïîëîæåíèè z = 0. Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë è ïîäñòàâëÿÿ

çíà÷åíèå H, ïîëó÷àåì

vê
k
− 1

k2
ln (1 + kvê) =

v0

k
− 1

k2
ln (1 + kv0), vê < 0.

Îòêóäà ñâÿçü êîíå÷íîé ñêîðîñòè vê ñ íà÷àëüíîé v0 ïðèìåò âèä

exp (k(v0 − vê)) =
1 + kv0

1 + kvê
.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü vê (äîêàçàòü).

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó äâèæåíèå òî÷êè ââåðõ è âíèç îïèñûâàåòñÿ îäíèì è òåì æå äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèåì, ñêîðîñòü òî÷êè, ñ êîòîðîé îíà âåðíåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå, ìîæíî íàéòè, èíòåãðèðóÿ

óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

mz̈ = −mg − kmgż

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè z(0) = 0, ż(0) = v0. Ïðåäñòàâëÿÿ z̈ â âèäå

z̈ =
dv

dt
=

dv

dz
ż = v

dv

dz
,

ïîëó÷àåì

v
dv

dz
= −g(1 + kv),

îòêóäà ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ äàííûõ

v

k
− 1

k2
ln (1 + kv) = −gz +

v0

k
− 1

k2
ln (1 + kv0).

Â èñõîäíîì ïîëîæåíèè z = 0 ñêîðîñòü òî÷êè íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ

exp (k(v0 − v)) =
1 + kv0

1 + kv
.

Äàííîå óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ: v = v0 (> 0) � íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè è v = vê (< 0) � ñêîðîñòü,

ñ êîòîðîé òî÷êà âåðíåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå.
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Ïðèìåð 2. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà M ìàññû m ïðèòÿãèâàåòñÿ íåïîäâèæíûì öåíòðîì O ñ ñèëîé F =

−k2mr, ãäå k � ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, r =
−−→
OM � ðàäèóñ�âåêòîð òî÷êè M . Â

íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè O è M ðàâíî r0 = l, à ñêîðîñòü v0 îáðàçóåò ñ ðàäèóñ�

âåêòîðîì r0 óãîë α. Íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè è å¼ òðàåêòîðèþ.

Ðåøåíèå. Âûáåðåì íåïîäâèæíûå îñè êîîðäèíàò Oxyz ñ íà÷àëîì â ïðèòÿãèâàþùåì öåíòðå O. Îñü Ox

ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå òî÷êè M , îñü Oy ëåæèò â îäíîé ïëîñêîñòè ñ âåêòîðîì íà÷àëüíîé

ñêîðîñòè, îñü Oz îáðàçóåò ñ îñÿìè Ox è Oy ïðàâóþ òðîéêó. Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

ïðèìóò âèä

mẍ = −k2mx,

mÿ = −k2my,

mz̈ = −k2mz.

Â ñèëó íà÷àëüíûõ äàííûõ

x(0) = l, y(0) = 0, z(0) = 0; ẋ(0) = v0 cos α, ẏ(0) = v0 sin α, ż(0) = 0

èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî z ≡ 0, òî åñòü òî÷êà ïðè ñâîåì äâèæåíèè íå âûõîäèò èç ïëîñêîñòè

Oxy è äâèæåòñÿ ñîãëàñíî äâóì ïåðâûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, îáùåå ðåøåíèå êîòîðûõ èìååò âèä

x(t) = C1 cos kt + C2 sin kt,

y(t) = C3 cos kt + C4 sin kt.

Îïðåäåëÿÿ ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå ñîãëàñíî íà÷àëüíûì äàííûì, ïîëó÷àåì çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè M

x(t) = l cos kt +
v0

k
cosα sin kt,

y(t) =
v0

k
sin α sin kt.

Èñêëþ÷àÿ âðåìÿ t, íàõîäèì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè òî÷êè â âèäå
(

x− y ctg α

l

)2

+
(

yk

v0 sin α

)2

= 1.

Ïðèìåð 3. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m äâèæåòñÿ â ïëîñêîñòè Oxy ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé ñèëû,

ïðè÷åì òðàåêòîðèåé òî÷êè îêàçûâàåòñÿ âåòâü ãèïåðáîëû, óðàâíåíèå êîòîðîé èìååò âèä y2

b2
− x2

a2
= 1,

y > 0. Óñêîðåíèå òî÷êè âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì îñè Oy. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òî÷êà

íàõîäèòñÿ íà îñè Oy, åå ñêîðîñòü ðàâíà v0. Îïðåäåëèòü ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà òî÷êó, êàê ôóíêöèþ

êîîðäèíàò òî÷êè.

Ðåøåíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèëû âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà ma = F , ãäå a = ẍex + ÿey

� óñêîðåíèå òî÷êè â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy.
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Ïîñêîëüêó óñêîðåíèå òî÷êè âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì îñè Oy, ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ íà îñü Ox

ðàâíà íóëþ, òî åñòü ẍ = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ẋ = const âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ. Íî â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè ñêîðîñòü íàïðàâëåíà âäîëü îñè Ox, ïîýòîìó ẋ = v0. Çàïèñàâ óðàâíåíèå òðàåêòîðèè â âèäå

a2y2 − b2x2 = a2b2

è äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî âðåìåíè, áóäåì èìåòü

a2yẏ − b2xẋ = 0,

îòêóäà ẏ =
b2xv0

a2y
, ïðè÷åì y > 0 èç óñëîâèÿ çàäà÷è. Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå òðàåêòîðèè âòîðîé ðàç è

ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ẏ, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÿ

b4x2v2
0

a2y2
+ a2yÿ − b2v2

0 = 0,

îòêóäà

ÿ =
b4v2

0

a2y3

(
y2

b2
− x2

a2

)
=

b4v2
0

a2y3
.

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ äåéñòâóþùåé ñèëû èìååò âèä

F =
mb4v2

0

a2y3
ey.

Ýòà ñèëà íàïðàâëåíà îò îñè Ox è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà êóáó ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî îñè Ox.

Ïðèìåð 4. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m îïèñûâàåò â ïëîñêîñòè Oxy ïàðàáîëó, çàäàííóþ óðàâíåíèåì

y2 = 2px, ïîä äåéñòâèåì äâóõ ðàâíûõ ïî âåëè÷èíå ñèë, îäíà èç êîòîðûõ íàïðàâëåíà ê ôîêóñó ïàðàáîëû è

îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ òî÷êè îò ôîêóñà, äðóãàÿ � ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ è íàïðàâëåíà

â ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó ýòîé îñè. Íàéòè ñêîðîñòü òî÷êè.

Ðåøåíèå. Íàéäåì ðàâíîäåéñòâóþùóþ F ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó. Ïîñêîëüêó ñèëû

ðàâíû ïî âåëè÷èíå, òî ðàâíîäåéñòâóþùàÿ F ñèë � äèàãîíàëü ðîìáà ñèë, òî åñòü íàïðàâëåíà ïî áèññåê-

òðèñå óãëà, îáðàçîâàííîãî âåêòîðàìè ñèë, è ðàâíà ïî âåëè÷èíå

F =
2mk

r
sin

θ

2
,

ãäå k � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, r � ôîêàëüíûé ðàäèóñ (ïîëÿðíûé ðàäèóñ), à θ � èñòèííàÿ

àíîìàëèÿ (ïîëÿðíûé óãîë) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ r èç ôîêàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïàðàáîëû

r =
p

1− cos θ
.

Ïðîñòîé ïîäñ÷åò äàåò, ÷òî sin
θ

2
=

√
1− cos θ

2
=

√
p

2r
, è çíà÷èò, F = 2

mk

r

√
p

2r
.
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Ê ïðèìåðó 4.

Òàê êàê êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå äåëèò óãîë ìåæäó ôîêàëüíûì ðàäèóñ�âåêòîðîì è ïðÿìîé, ïàðàëëåëü-

íîé îñè ïàðàáîëû, ïîïîëàì, òî ðàâíîäåéñòâóþùàÿ F îðòîãîíàëüíà êàñàòåëüíîé è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

òî÷êè â åñòåñòâåííûõ îñÿõ ïðèíèìàþò âèä

m
dv

dt
= 0,

m
v2

ρ
= F.

Òàêèì îáðàçîì, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè ïîñòîÿííà ïî âåëè-

÷èíå.

Ðàäèóñ êðèâèçíû òðàåêòîðèè ρ êàê ôóíêöèþ r ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

ρ =

(
(r′)2 + r2

)3/2

r2 + 2(r′)2 − rr′′
,

ãäå øòðèõîì ()′ îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé θ. Äëÿ ïàðàáîëû áóäåì èìåòü ρ =
(
√

2r)3√
p

. Â

ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà íîðìàëü ïðèíèìàåò âèä

mv2√p

(
√

2r)3
= 2

mk

r

√
p

2r
.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî v = 2
√

k.

Ïðèìåð 5. Òÿæåëîå êîëå÷êî ìàññû m íàäåòî íà ãëàäêóþ âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííóþ ïðîâîëî÷íóþ

îêðóæíîñòü ðàäèóñà r. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíî íàõîäèòñÿ â ñàìîé íèæíåé òî÷êå îêðóæíîñòè è åìó

ñîîáùåíà íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü v0. Íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êîëå÷êî ñîâåðøèò ïîëíûé îáîðîò ïî

îêðóæíîñòè è îïðåäåëèòü äàâëåíèå íà íåå êîëå÷êà â ñàìîé âåðõíåé òî÷êå.

Ðåøåíèå. Êîëå÷êî äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè � ñèëû ïîòåíöèàëüíîé, à ñâÿçü (ãëàäêàÿ

îêðóæíîñòü) òàêîâà, ÷òî ðåàêöèÿ ñâÿçè N ïåðïåíäèêóëÿðíà ñêîðîñòè êîëå÷êà, ïîýòîìó èç òåîðåìó îá

èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
d

dt

(
mv2

2

)
= (mg, v) + (N ,v),
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ïîëó÷àåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (ïåðâûé èíòåãðàë òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè):

mv2

2
−mgr cos ϕ = h,

ãäå ϕ � óãîë, îáðàçîâàííûé ðàäèóñ�âåêòîðîì òî÷êè ñ âåðòèêàëüþ, íàïðàâëåííîé âíèç, h � ïîëíûé çàïàñ

ýíåðãèè. Â ñèëó íà÷àëüíûõ äàííûõ

h =
mv2

0

2
−mgr.

Â ðåçóëüòàòå v2(ϕ) = v2
0 + gr(cos ϕ− 1).

Ê ïðèìåðó 5.

Äëÿ òîãî ÷òîáû êîëå÷êî ñîâåðøèëî ïîëíûé îáîðîò ïî îêðóæíîñòè, ñêîðîñòü â âåðõíåé òî÷êå îêðóæíî-

ñòè äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíà, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ v2(ϕ) óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå [0, π], Îòñþäà ïîëó÷àåì

óñëîâèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè òî÷êè

v2
0 − 2gr > 0 èëè v0 >

√
2gr.

Äàâëåíèå P êîëå÷êà íà îêðóæíîñòü ðàâíî ïî âåëè÷èíå ðåàêöèè ñâÿçè N è ïðîòèâîïîëîæíî N ïî

íàïðàâëåíèþ: P = −N . Ðåàêöèþ ñâÿçè N îïðåäåëèì èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà íîðìàëü

mv2

r
= −mg cosϕ + N.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè v2 â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ðåàêöèè ñâÿçè

N =
mv2

0

r
+ 2mg cosϕ−mg.

Çäåñü ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå ðåàêöèÿ ñâÿçè N ïðèíèìàåò òîãäà, êîãäà îíà íàïðàâëåíà ê öåíòðó îêðóæ-

íîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, â âåðõíåé òî÷êå îêðóæíîñòè ðåàêöèÿ ñâÿçè ðàâíà N(π) =
mv2

0

r
− 3mg, à äàâëåíèå

êîëå÷êà íà îêðóæíîñòü � P = 3mg − mv2
0

r
.
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Ïðèìåð 6. Ïî âíåøíåé ñòîðîíå ïàðàáîëû, óðàâíåíèå êîòîðîé â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy èìååò âèä

y2 = 2x, ïðè÷åì îñü ñèììåòðèè ïàðàáîëû ãîðèçîíòàëüíà, ñêàòûâàåòñÿ áåç òðåíèÿ òÿæåëûé øàðèê. Â

íà÷àëüíûé ìîìåíò øàðèê íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ îðäèíàòîé y0 = 2 è åãî íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ

v0 = 0. Â êàêîé òî÷êå øàðèê ñîñêî÷èò ñ ïàðàáîëû?

Ðåøåíèå. Äåéñòâóþùàÿ íà øàðèê àêòèâíàÿ ñèëà � ñèëà òÿæåñòè ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ñèëîé, à òàê

êàê øàðèê äâèæåòñÿ ïî ñâÿçè (íåïîäâèæíîé ïàðàáîëå) áåç òðåíèÿ, òî ðåàêöèÿ ñâÿçè N ïåðïåíäèêóëÿðíà

ñêîðîñòè øàðèêà, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

mv2

2
+ mgy = h,

îñü Oy � âåðòèêàëü, íàïðàâëåííàÿ ââåðõ, h � ïîëíûé çàïàñ ýíåðãèè, â ñèëó íà÷àëüíûõ äàííûõ ðàâíûé

2mg. Îòñþäà

v2 = 2g(2− y).

Â ìîìåíò îòðûâà øàðèêà îò ïàðàáîëû ðåàêöèÿ ñâÿçè N îáðàùàåòñÿ â íóëü. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà

îòðûâà âîñïîëüçóåìñÿ åñòåñòâåííûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ. Â ïðîåêöèè íà íîðìàëü áóäåì èìåòü

mv2

ρ
= mg cosα−N,

ãäå α � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êðèâîé, à ρ � ðàäèóñ êðèâèçíû òðàåêòîðèè. Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà

êàñàòåëüíîé ðàâåí tg α =
dy

dx
=

1
y
, òîãäà

cos α =
1√

1 + tg2 α
=

y√
1 + y2

.

Ðàäèóñ êðèâèçíû íàéäåì ïî ôîðìóëå

ρ =

(
1 + (x′y)2

)3/2

|x′′yy|
=

(
1 + y2

)3/2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, áóäåì èìåòü

mv2

(1 + y2)3/2
= mg

y√
1 + y2

−N.

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ v2, ðåàêöèÿ ñâÿçè ðàâíà

N =
mg(y3 + 3y − 4)

(1 + y2)3/2

Ïîñêîëüêó â ìîìåíò îòðûâà N = 0, òî óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðäèíàòû òî÷êè îòðûâà èìååò âèä

y3 + 3y − 4 = 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åäèíñòâåííûì äåéñòâèòåëüíûì êîðíåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå y = 1 è

ïðè y < 1 âûðàæåíèå äëÿ N ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, øàðèê îòðûâàåòñÿ îò

ïàðàáîëû â òî÷êå (1/2; 1).
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Ê ïðèìåðó 6.

Ïðèìåð 7. Ïî ëåìíèñêàòå, ðàñïîëîæåííîé â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè Oxy (Ox � âåðòèêàëü, íàïðàâ-

ëåííàÿ âíèç) â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàííîé óðàâíåíèåì r2 = 2a2 sin 2ϕ, ñêîëüçèò áåç òðåíèÿ

òÿæåëàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m, âûõîäÿ èç òî÷êè O áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Íàéòè âðåìÿ

äâèæåíèÿ ïî êðèâîé â çàâèñèìîñòè îò óãëà ϕ.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó çàäàííàÿ ñèëà (ñèëà òÿæåñòè) ïîòåíöèàëüíà, è ñâÿçü òàêîâà, ÷òî ðåàêöèÿ ñâÿçè

ïåðïåíäèêóëÿðíà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òî÷êè, òî âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

mv2

2
−mgx = h,

ãäå h � ïîëíûé çàïàñ ýíåðãèè, â ñèëó íà÷àëüíûõ äàííûõ x(0) = 0, v(0) = 0 ðàâíûé íóëþ h = 0. Îòñþäà

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ñêîðîñòè è ïîëîæåíèÿ òî÷êè

v2 = 2gx = 2gr cosϕ èëè v2 = 2g cos ϕ
√

2a2 sin 2ϕ.

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà ñêîðîñòè ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèè:

v2 =
(

dr

dt

)2

+ r2

(
dϕ

dt

)2

=
(

2a2 cos2 2ϕ

sin 2ϕ
+ 2a2 sin 2ϕ

)(
dϕ

dt

)2

=
2a2

sin 2ϕ

(
dϕ

dt

)2

.

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ v2, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíóþ ñâÿçü âðåìåíè t ñ ïîëîæåíèåì � óãëîì ϕ:

2a2

sin 2ϕ

(
dϕ

dt

)2

= 2g cos ϕ
√

2a2 sin 2ϕ.

Äâèæåíèå òî÷êè ïî êðèâîé ïðîèñõîäèò ïðè óâåëè÷åíèè óãëà ϕ

(
dϕ

dt
≥ 0

)
. Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ,

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

dt =
1
2

√
a

g

√
1

sin3 ϕ cos5 ϕ
dϕ èëè dt =

1
2

√
a

g
tg−

3
4 ϕ d(tg ϕ).

Îòñþäà

T =
1
2

√
a

g

ϕ∫

0

tg−
3
4 ϕ d(tg ϕ) = 2

√
a

g
4
√

tg ϕ.
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Ê ïðèìåðó 7.

Ïðèìåð 8. Òÿæåëàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m äâèæåòñÿ ïî âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ãëàäêî-

ãî ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà, âåðøèíà êîòîðîãî îáðàùåíà âíèç, à îñü ñèììåòðèè âåðòèêàëüíà. Óãîë

ïðè âåðøèíå ðàâåí 2α. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàññòîÿíèå òî÷êè îò âåðøèíû êîíóñà ðàâíî a, íà÷àëüíàÿ

ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ê îáðàçóþùåé êîíóñà è ïî âåëè÷èíå ðàâíà v0. Îïðåäåëèòü òðàåê-

òîðèþ òî÷êè è äàâëåíèå, êîòîðîå îíà îêàçûâàåò íà ïîâåðõíîñòü êîíóñà.

Ðåøåíèå. Áóäåì îïðåäåëÿòü ïîëîæåíèå òî÷êè ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ñ íà÷àëîì â âåðøèíå êîíó-

ñà. Òàê êàê òî÷êà îáÿçàíà îñòàâàòüñÿ íà ïîâåðõíîñòè óêàçàííîãî êîíóñà � åå øèðîòà (óãîë θ) áóäåò îñòà-

âàòüñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíà α. Â ðåçóëüòàòå ïîëîæåíèå òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè êîíóñà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ

êîîðäèíàòàìè: ðàññòîÿíèåì r äî âåðøèíû êîíóñà è äîëãîòîé � óãëîì ϕ, êîòîðûé îáðàçóåò âåðòèêàëüíàÿ

ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó è îñü êîíóñà ñ êàêîé-ëèáî íåïîäâèæíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü êîíóñà.

Ïîñêîëüêó ðåàêöèÿ ñâÿçè N îðòîãîíàëüíà ïîâåðõíîñòè êîíóñà, à çàäàííàÿ ñèëà � ñèëà òÿæåñòè ïî-

òåíöèàëüíà, òî âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

mv2

2
+ mgr cos α =

mv2
0

2
+ mga cosα,

ãäå v2 = ṙ2 + r2ϕ̇2 sin2 α.

Òàê êàê íè ñèëà òÿæåñòè, íè ðåàêöèÿ ñâÿçè íå äàþò ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî îñè êîíóñà, âûïîëíÿåò-

ñÿ çàêîí ïëîùàäåé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè (ïðîåêöèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà òî÷êè íà îñü êîíóñà

ñîõðàíÿåòñÿ), òî åñòü

mr2ϕ̇ sin2 α = mav0 sin α.

Îòñþäà ϕ̇ =
v0a

r2 sin α
.
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Ê ïðèìåðó 8.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèè (ñâÿçè r è ϕ) èñêëþ÷èì èç èíòåãðàëà ýíåðãèè âðåìÿ, èñïîëüçóÿ

íàéäåííîå èç èíòåãðàëà ïëîùàäåé âûðàæåíèå äëÿ ϕ̇. Âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà ñêîðîñòè v2 ïðèíèìàåò

âèä

v2 =
(

dr

dϕ
ϕ̇

)2

+ r2 sin2 αϕ̇2 =
v2
0a2

r4 sin2 α

(
dr

dϕ

)2

+
v2
0a2

r2
.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ v2 â èíòåãðàë ýíåðãèè è âûäåëÿÿ ñëàãàåìîå ñ ïðîèçâîäíîé dr

dϕ
, ïîëó÷àåì

v2
0a2

r4 sin2 α

(
dr

dϕ

)2

= v2
0

(
1− a2

r2

)
+ 2g cosα(a− r).

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì íåÿâíîå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè

sin α

v0a
ϕ =

r∫

a

dr

r
√

v2
0(r2 − a2) + 2gr2 cos α(a− r)

.

Äàâëåíèå òî÷êè íà ïîâåðõíîñòü êîíóñà ðàâíî ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíî ïî íàïðàâëåíèþ ðåàê-

öèè ñâÿçè N , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà èç óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïðîåêòèðîâàíèåì íà íîðìàëü ê

ïîâåðõíîñòè êîíóñà âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

maàáñ = mg + N .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ N íåîáõîäèìî íàéòè ïðîåêöèþ àáñîëþòíîãî óñêîðåíèÿ òî÷êè íà íîðìàëü ê êîíóñó.

Äëÿ ýòîãî ìîæíî, ââåäÿ ïîäâèæíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç òî÷êó è îñü êîíóñà, èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Êîðèîëèñà

aàáñ = aîòí + aïåð + aêîð.

Ïîñêîëüêó íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè êîíóñà ëåæèò â óêàçàííîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðíà

îáðàçóþùåé, äîñòàòî÷íî íàéòè ïðîåêöèþ aàáñ íà ýòîò ïåðïåíäèêóëÿð. Òàê êàê îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå

� ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå ïî îáðàçóþùåé êîíóñà, ïðîåêöèÿ îòíîñèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ aîòí íà íîðìàëü
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ðàâíà íóëþ. Ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà îò÷åòà âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè êîíóñà (Oz) ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = ϕ̇ez,

ïîýòîìó ïåðåíîñíîå óñêîðåíèå aïåð ñêëàäûâàåòñÿ èç âðàùàòåëüíîãî è îñåñòðåìèòåëüíîãî. Âðàùàòåëüíîå

óñêîðåíèå aâð
ïåð = [ω̇ × r] îðòîãîíàëüíî âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, îñåñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå aîñ

ïåð = [ω ×
[ω× r]] íàïðàâëåíî ê îñè êîíóñà è ðàâíî ïî âåëè÷èíå rϕ̇2 sin α. Êîðèîëèñîâî óñêîðåíèå aêîð = 2[ω× vîòí]

îðòîãîíàëüíî óêàçàííîé ïëîñêîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ïðîåêöèÿ íà íîðìàëü ðàâíà íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêöèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà íîðìàëü èìååò âèä

mrϕ̇2 sin α cos α = −mg sin α + N

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ èíòåãðàë ïëîùàäåé, ïîëó÷àåì

N = m sin α

(
g +

v2
0a2 cos α

r3 sin2 α

)
.

Ïðèìåð 9. Áóñèíêà ìàññû m ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîìó ñòåðæíþ, âðàùàþùå-

ìóñÿ â íåïîäâèæíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè âîêðóã ñâîåãî êîíöà O ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω.

Áóñèíêà ïðèêðåïëåíà ê òî÷êå O ïðóæèíîé æåñòêîñòè c (c > mω2), íàòóðàëüíàÿ äëèíà ïðóæèíû ðàâíà

l. Íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ áóñèíêè ïî ñòåðæíþ, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñòåðæåíü ãîðèçîíòàëåí,

ïðóæèíà íå ðàñòÿíóòà è ñêîðîñòü áóñèíêè îòíîñèòåëüíî ñòåðæíÿ ðàâíà íóëþ.

Ðåøåíèå. Ââåäåì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà Oxyz, ñâÿçàííóþ ñî ñòåðæíåì: îñü Ox íàïðàâëåíà âäîëü

ñòåðæíÿ, îñü Oy ëåæèò â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, â êîòîðîé äâèæåòñÿ ñòåðæåíü, îñü Oz îáðàçóåò ñ îñÿìè

Ox è Oy ïðàâóþ òðîéêó. Ñèñòåìà îòñ÷åòà Oxyz âðàùàåòñÿ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè Oz ñ ïîñòîÿííîé

óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = ωez.

Ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ áóñèíêè îòíîñèòåëüíî íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà

(îòíîñèòåëüíî ñòåðæíÿ), èñïîëüçóåì îñíîâíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ

maîòí = mg + F óïð + N + (−maïåð) + (−maêîð)

ãäå N � ðåàêöèÿ ñòåðæíÿ, íàïðàâëåííàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ñòåðæíþ (áóñèíêà ñêîëüçèò ïî ñòåðæíþ áåç

òðåíèÿ). Îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà áóñèíêà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî îñè Ox, ïîýòîìó

aîòí = ẍex. Ïåðåíîñíîå óñêîðåíèå áóñèíêè ðàâíî aïåð = [ω× [ω×xex]] = −ω2xex, êîðèîëèñîâî óñêîðåíèå

� aêîð = 2[ω × vîòí] = 2ωẋey. Â ðåçóëüòàòå ïðîåêöèÿ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ íà îñü Ox

èìååò âèä

mẍ = −mg sinωt− c(x− l) + mω2x

èëè

ẍ +
( c

m
− ω2

)
x =

c

m
l − g sin ωt

Ðåøàÿ ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîëó÷àåì

îáùåå ðåøåíèå

x = C1 sin νt + C2 cos νt +
g

ω2 − ν2
sin ωt +

c

mν2
l; ν2 =

c

m
− ω2
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Íàõîäÿ ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå C1 è C2 â ñèëó íà÷àëüíûõ äàííûõ x(0) = l, ẋ(0) = 0, ïîëó÷àåì çàêîí

îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ áóñèíêè

x =
l

ν2

( c

m
− ω2 cos νt

)
+

g

ω2 − ν2

(
sin ωt− ω

ν
sin νt

)

Ïðèìåð 10. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî âäîëü îñè Ox ïîä äåéñòâèåì ñèëû

F = (−x3 − x2 + 2x)ex. Íà÷åðòèòü ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè èìååò âèä

mẍ = −x3 − x2 + 2x.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà ẋ, ïîëó÷èì

d

dt

(
mẋ2

2

)
=

d

dt

(
−x4

4
− x3

3
+ x2

)

èëè ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

mẋ2

2
+ V (x) = h,

ãäå V (x) =
x4

4
+

x3

3
− x2 � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, h � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ. Çàìåòèì, ÷òî äàííûé ïåðâûé

èíòåãðàë ìîæíî áûëî íàïèñàòü, ïðèìåíèâ òåîðåìó îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (òàê êàê çàäàííàÿ

ñèëà ïîòåíöèàëüíà, òî èìååò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè).

Íà ëþáîé ôàçîâîé êðèâîé çíà÷åíèå ïîëíîé ýíåðãèè h ïîñòîÿííî, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ ôàçîâàÿ

êðèâàÿ ëåæèò íà ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíèè óðîâíÿ ýíåðãèè h. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôàçîâîãî

ïîðòðåòà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî ëèíèé óðîâíÿ ýíåðãèè, çàäàâàåìûõ èíòåãðàëîì ýíåðãèè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà âîñïîëüçóåìñÿ ãðàôèêîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè V (x). Êðèòè÷å-

ñêèì òî÷êàì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ïðè

ýòîì, åñëè êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåâûðîæäåííîãî ìàêñèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, òî

åé ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà �ñåäëî�, à åñëè êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà � òî÷êà íåâûðîæäåííî-

ãî ìèíèìóìà, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ � ðàâíîâåñèå òèïà �öåíòð�. Çàïèñàâ óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ

êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè V ′(x) = −F (x) = 0, â íàøåì ñëó÷àå, áóäåì èìåòü

x3 + x2 − 2x = 0 èëè x = −2, x = 0, x = 1,

ïðè÷åì êðèòè÷åñêèå òî÷êè x = −2 è x = 1 ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à x = 0

� òî÷êîé ìàêñèìóìà.

Ëèíèè óðîâíÿ ýíåðãèè h ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñè Ox ôàçîâîé ïëîñêîñòè Oxẋ è â òî÷êàõ îñè

Ox, îòëè÷íûõ îò ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, îðòîãîíàëüíû ýòîé îñè. Êàê âèäíî èç ôîðìóëû

ẋ±(x, h) = ±
√

2(h− V (x))
m

,
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ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ýíåðãèè h äâèæåíèå òî÷êè âîçìîæíî â îáëàñòè, çàäàííîé íåðàâåíñòâîì

V (x) ≤ h. Ïðè ôèêñèðîâàííîì h íà ïðîìåæóòêàõ èç îáëàñòè âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ, ãäå ôóíêöèÿ V (x)

âîçðàñòàåò, â îáëàñòè ẋ ≥ 0 ôàçîâîé ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ ẋ+(x, h) íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîìåæóòêàõ óáû-

âàåò, è íàîáîðîò, íà ïðîìåæóòêàõ, ãäå ôóíêöèÿ V (x) óáûâàåò, ôóíêöèÿ ẋ+(x, h) � âîçðàñòàåò.

Òàê (ñìîòðè ðèñóíîê ê ïðèìåðó 10), äëÿ çíà÷åíèé ïîëíîé ýíåðãèè h < V (−2) äâèæåíèå íåâîçìîæíî.

Äëÿ óðîâíÿ ýíåðãèè h1 = V (−2) îáëàñòüþ âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà x = −2, à ôàçîâîé êðè-

âîé � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà �öåíòð� x = −2, ẋ = 0. Äëÿ óðîâíÿ ýíåðãèè h2 îáëàñòüþ âîçìîæíîñòè

äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [x1, x2], ôóíêöèÿ ẋ+(x, h2) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [x1,−2] è óáûâàåò íà îòðåçêå

[−2, x2].

Èçìåíÿÿ çíà÷åíèå ïîëíîé ýíåðãèè h, àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì êðèâûå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ ýíåðãèè.

Îòìåòèì, ÷òî íà êðèâîé óðîâíÿ ýíåðãèè h5 = 0 ëåæèò òðè ôàçîâûå êðèâûå, îäíà èç êîòîðûõ ïîëîæåíèå

ðàâíîâåñèÿ òèïà �ñåäëî� x = 0, ẋ = 0, à äâå äðóãèå ôàçîâûå òðàåêòîðèè íàçûâàþòñÿ ñåïàðàòðèñàìè.

Ê ïðèìåðó 10.
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Óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì ãëàâû 2 "Äèíàìèêà òî÷êè"
ñáîðíèêà "Çàäà÷è ïî òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå"

2.1. Âûïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ïî âåðòèêàëè, èìåÿ â âèäó, ÷òî êîãäà òî÷êà íàõîäèòñÿ

íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè å¼ óñêîðåíèå ðàâíî óñêîðåíèþ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g. Ïîíèçèâ ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ, ïîëó÷èòü ñâÿçü ñêîðîñòè òî÷êè ñ å¼ ïîëîæåíèåì.

2.2. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ.

2.3. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äîñòèæåíèÿ ñíàðÿäîì ñàìîëåòà ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ïàðàáîëû, ïî êîòîðîé

äâèæåòñÿ ñíàðÿä, è ïðÿìîé, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ñàìîëåò.

2.4. Ïî ìàêñèìàëüíîé äàëüíîñòè ïîëåòà ñíàðÿäà îïðåäåëèòü âåëè÷èíó åãî íà÷àëüíîé ñêîðîñòè v0. Çàòåì

ðåøèòü çàäà÷ó î äâèæåíèè ñíàðÿäà ïðè çàäàííîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè v0 è óãëå áðîñàíèÿ π

6
.

2.5. Âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè òðàåêòîðèé ñíàðÿäîâ (ïàðàáîë) y = yi(x, αi), i = 1, 2. Èç óñëîâèÿ

ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé íàéòè òî÷êó íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè, â êîòîðóþ ïîïàäàþò îáà ñíàðÿäà.

2.6. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåñòà ôîêóñîâ ïàðàáîë, êàê ôóíêöèé óãëà áðîñàíèÿ,

îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè äëÿ êîîðäèíàò ôîêóñîâ.

2.7. Íàéòè âûñîòû ïîäúåìà ñíàðÿäîâ íàä ãîðèçîíòîì çà îäíî è òî æå âðåìÿ. Âûïèñàòü óñëîâèå âîçìîæ-

íîñòè ïåðåëåòà ñíàðÿäîì, áðîøåííûì ïîä óãëîì, ðàññòîÿíèÿ l ïî ãîðèçîíòàëè.

2.8. Êîîðäèíàòû òî÷êè (x1, y1) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ïàðàáîëû y = y(x, v0, α), à òàíãåíñ óãëà íàêëîíà

êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå ðàâåí y′x = y′x(x1, v0, α). Ýòè äâà óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò ñâÿçü íà÷àëüíîé ñêîðîñòè

v0 è óãëà åå íàêëîíà α ñ β, x1, y1.

2.9. Íàéòè ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó ïîäúåìà, ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè ââåðõ è ïîëó÷èâ

çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè òî÷êè îò âûñîòû ïîäúåìà. Çàòåì àíàëîãè÷íî ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

òî÷êè âíèç, ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ñêîðîñòè ïðè ïàäåíèè.

2.10. Óñëîâèå âñòðå÷è òåë � ðàâåíñòâî êîîðäèíàò, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Çàïèñàâ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ââåðõ è âíèç, ïîëó÷èòü äèôôå-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òåëàìè (ðàçíîñòè êîîðäèíàò òåë).

2.11. Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè ïóëè ñ âåðòèêàëüþ, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ öåëü.

2.12. Çàêîí äâèæåíèÿ x = x(t, v0, α); y = y(t, v0, α) ïðè ôèêñèðîâàííîì âðåìåíè çàäàåò ïàðàìåòðè÷åñêèå

ïî α óðàâíåíèÿ êðèâîé. Èñêëþ÷åíèå α äàåò èñêîìûé îòâåò.

2.13. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, âûïèñàííûõ â ïðîåêöèè íà âåðòèêàëü è ãîðèçîí-

òàëü.

2.14. Óñëîâèå ïðîõîæäåíèÿ êàìíÿ ÷åðåç âåðõíþþ òî÷êó çàáîðà îïðåäåëÿåò ñâÿçü âåëè÷èíû íà÷àëüíîé

ñêîðîñòè v0 ñ íà÷àëüíûì óãëîì íàêëîíà α: v0 = v0(α). Äàëåå ðåøèòü çàäà÷ó îá ýêñòðåìóìå ôóíêöèè.

2.15. Ðåøèòü çàäà÷ó î òî÷êå, áðîøåííîé ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó, â ïîëå ñèëû òÿæåñòè.

2.16. Âûïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ øàðèêà â ïðîåêöèÿõ íà îñè Ox è Oy.
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2.17. Ñì. 2.16.

2.18. Âûïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè â ïðîåêöèÿõ íà îñè ñ íà÷àëîì â íà÷àëüíîì

ïîëîæåíèè òî÷êè è íàïðàâëåííûìè âäîëü âåêòîðîâ E, v0 è [E × v0].

2.19. Âûïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè â ïðîåêöèÿõ íà îñè ñ íà÷àëîì â íà÷àëüíîì

ïîëîæåíèè òî÷êè è íàïðàâëåííûìè âäîëü âåêòîðîâ H, v0 è [H × v0].

2.20. Ñì. 2.18.

2.21. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè Áèíå, ïðåäñòàâèâ óðàâíåíèå òðàåêòîðèè òî÷êè (îêðóæíîñòè) â ïî-

ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñ ïîëþñîì â òî÷êå A è ïîëÿðíîé îñüþ, íàïðàâëåííîé ïî äèàìåòðó îêðóæíîñòè,

ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç òî÷êó A.

2.22. Âûðàçèòü ñêîðîñòü òî÷êè ÷åðåç r è dr

dϕ
, èñõîäÿ èç çàêîíà ïëîùàäåé.

2.23. Âûïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà îñè Ox è Oy.

2.24. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è âûðàçèòü êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ ÷åðåç áîëüøóþ

ïîëóîñü ýëëèïñà.

2.25. Âûðàçèâ áîëüøóþ ïîëóîñü ýëëèïñà èç óñëîâèÿ çàäà÷è, âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 2.24. è

ñâîéñòâîì êàñàòåëüíîé ê ýëëèïñó.

2.26. Âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëîì êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà (çàêîíîì ïëîùàäåé).

2.27. Âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëîì êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, óðàâíåíèåì ñâÿçè è óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ

òî÷êè â ïðîåêöèè íà ðàäèóñ.

2.28. Âûïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà ïðîâîëîêó è ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè.

2.29. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà ãëàâíóþ íîð-

ìàëü ê òðàåêòîðèè.

2.30. Ñì. 2.29. Èñïîëüçîâàòü óñëîâèÿ íåîòðûâà îò ñâÿçè.

2.31. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è óñëîâèåì ïîñòîÿíñòâà ïðîåêöèè ñêîðîñòè íà âåðòè-

êàëü.

2.32. Èñïîëüçîâàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è óðàâíåíèå òðàåêòîðèè.

2.33. Ñì. 2.32.

2.34. Èñïîëüçîâàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è óñëîâèÿ ïðîõîæäåíèÿ ãèðè ÷åðåç òî÷êó D.

2.35. Äâèæåíèå ñàíåé îò òî÷êè C â òî÷êó D � äâèæåíèå ñâîáîäíîé òî÷êè, áðîøåííîé ïîä óãëîì α ê

ãîðèçîíòó, â ïîëå ñèëû òÿæåñòè.

2.36. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ òî÷êè â ïðîåêöèè íà ãëàâíóþ

íîðìàëü ê òðàåêòîðèè.

2.37. Âûïèñàòü â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ çàêîí ïëîùàäåé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè è óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà ðàäèóñ.

2.38. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ òî÷êè â ïðîåêöèè íà ðàäèóñ.
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2.39. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ òî÷êè â ïðîåêöèè íà ðàäèóñ

ñôåðû, ïðåäñòàâèâ ïðîåêöèþ óñêîðåíèÿ ÷åðåç ñêîðîñòü òî÷êè.

2.40. Èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëû ïëîùàäåé â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü Oxy è ýíåðãèè â öèëèíäðè÷åñêèõ êî-

îðäèíàòàõ.

2.41. Ñì. 2.40. Âûïèñàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè â ïðîåêöèè íà íîðìàëü ê êîíóñó.

2.42. Âûïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ òî÷êè â ïðîåêöèè íà íàïðàâëå-

íèå −−→OM è íà ãîðèçîíòàëü, îðòîãîíàëüíóþ −−→
OM .

2.43. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ.

2.44. Ñì. 2.42.

2.45. Ñì. 2.42.

2.46. Ñì. 2.42.

2.47. Ñïðîåêòèðîâàòü óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ íà íàïðàâëåíèå âäîëü òðóáêè è íà ïåðïåíäè-

êóëÿð ê íåé, ëåæàùèé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè äëÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ.

2.48. Ñïðîåêòèðîâàòü óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ íà êàñàòåëüíóþ è íîðìàëü ê òðóáêå â ãîðè-

çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ îòíîñèòåëüíîãî

äâèæåíèÿ.

2.49. Âûïèñàòü óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ òî÷êè â ïðîåêöèè íà êàñàòåëüíóþ è íîðìàëü ê

îòíîñèòåëüíîé òðàåêòîðèè òî÷êè â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè íà øèðîòå ϕ.

2.50. Ñïðîåêòèðîâàòü óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ òî÷êè íà íàïðàâëåíèÿ Ox, Oz è ïåðïåíäèêó-

ëÿð ê ïëîñêîñòè Oxz (Oy).

2.51. Âûïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ â ïðîåêöèÿõ íà íàïðàâëåíèÿ Ox

è Oy.

2.52. Âûïèñàòü óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ â ïðîåêöèÿõ íà êàñàòåëüíóþ è ãëàâíóþ íîðìàëü ê

îòíîñèòåëüíîé òðàåêòîðèè.

2.53. Âûïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ âäîëü òðóáêè.

2.54. Âûïèñàòü óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ è îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà êàñà-

òåëüíóþ ê îòíîñèòåëüíîé òðàåêòîðèè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðèîäà ìàëûõ êîëåáàíèé â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ

óäåðæàòü òîëüêî ëèíåéíûå ÷ëåíû ïî îòíîøåíèþ ê îòêëîíåíèþ ϕ îò ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâå-

ñèÿ.

2.55. Ñì. 2.53.

2.56. Ñïðîåêòèðîâàòü óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ íà êàñàòåëüíóþ ê òðóáêå.

2.57. Âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì ñèëû òÿæåñòè.

2.58. Âûïèñàòü óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà îñè Ox è Oy, ðàñïîëîæåííûå â ãîðè-
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çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè â äàííîì ìåñòå íà øèðîòå θ. Èç èíòåãðàëà ïëîùàäåé íàõîäèòñÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü

âðàùåíèÿ âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè êà÷åíèÿ ìàÿòíèêà.

2.59. Âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëîì ýíåðãèè è ãðàôèêîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèë.

2.60. Âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëîì ýíåðãèè.

2.61. Ïîëîæåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà çàäàòü óãëîì ϕ ìåæäó ðàäèóñ�âåêòîðîì òî÷êè è âåðòèêà-

ëüþ, íàïðàâëåííîé âíèç. Âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëîì ýíåðãèè è ãðàôèêîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèëû

òÿæåñòè êàê ôóíêöèè óãëà ϕ.

2.62. Ñì. 2.59.

2.63. Ðàçëîæèòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ â ðÿä â îêðåñòíîñòè òî÷êè ìàêñèìóìà, âûïèñàòü èíòåãðàë ýíåð-

ãèè, ñ÷èòàÿ ïîñòîÿííóþ èíòåãðàëà ðàâíîé çíà÷åíèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â òî÷êå ìàêñèìóìà.

2.64. Âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëîì ýíåðãèè äëÿ íàõîæäåíèÿ âðåìåíè äâèæåíèÿ ïî ôàçîâîé êðèâîé è ôîð-

ìóëîé äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîùàäè ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì íåêîòîðîé ôóíêöèè.

2.65. Ðàçëîæèâ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ â ðÿä â îêðåñòíîñòè òî÷êè ìèíèìóìà, âûïèñàòü ëèíåéíîå ïðè-

áëèæåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè.

2.66. Âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëîì ýíåðãèè, ñ÷èòàÿ ïîñòîÿííóþ èíòåãðàëà ðàâíîé çíà÷åíèþ ïîòåíöèàëü-

íîé ýíåðãèè â òî÷êå ϕ = π.

2.67. Âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëîì ýíåðãèè.

2.68. Âûïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè.

2.69. Ïðèìåíèòü òåîðåìó îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.
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