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Предисловие

Данный «Задачник по теоретической механике» является исправ-
ленным и дополненным вариантом пособия «Задачник по класси-
ческой механике», выпущенного в 2001 году. Новый вариант задач-
ника— четвёртое его издание. В процессе работы в него вносились
некоторые изменения и исправления, обсуждаемые на заседаниях
методического семинара кафедры теоретической механики и ме-
хатроники.

В работе по подготовке задачника к печати участвовали И. Л. Ан-
тонов, Т. Ф. Барбашова, В. Г. Вильке,Ю. Ф. Голубев, А. В. Карапетян,
Е. И. Кугушев, А. С. Кулешов, Е. В. Мелкумова, Т. В. Попова, Т. В. Саль-
никова, Я. В. Татаринов, Д. В. Трещёв, А. Н. Швец, К. Е. Якимова.

Среди включённых в сборник задач есть оригинальные, однако
большинство задач заимствовано из задачников И. В. Мещерского
[18], Н. Н. Бухгольца, И. М. Воронкова и А. П. Минакова [11], Е. С. Пят-
ницкого, Н. М. Трухан,Ю. И. Ханукаева, Г. Н. Яковенко [19] и др. Часть
заимствованных задач переформулирована с целью уменьшить ко-
личество технических терминов (таких как шатун, ползун, кривошип
и т. п.), не определяющих существа рассматриваемой кинематиче-
ской или динамической задачи, но требующих дополнительных разъ-
яснений.

Каждому разделу сборника предпослана небольшая теоретиче-
ская часть, содержащая основныетеоремыиформулы,которыемогут
быть полезны при решении входящих в него задач.

В четвёртом издании исправлены обнаруженные ошибки и неточ-
ности и составлен новый оригинал-макет. Эта работа выполнена
Антоном Николаевичем Швецом, за что составители задачника ему
очень признательны.



1. Кинематика

1.1. Скорость и ускорение точки

Движение некоторой точки 𝐴 рассматривается в евклидовом про-
странстве относительно ортонормированного репера 𝑂𝐞𝑥𝐞𝑦𝐞𝑧. Поло-
жение этой точки в пространстве задаётся её радиусом-вектором

𝐫 = 𝑥𝐞𝑥 + 𝑦𝐞𝑦 + 𝑧𝐞𝑧,

где (𝑥, 𝑦, 𝑧)—декартовы координаты точки. Функция 𝐫(𝑡),

𝐫(𝑡) = 𝑥(𝑡)𝐞𝑥 + 𝑦(𝑡)𝐞𝑦 + 𝑧(𝑡)𝐞𝑧,

где 𝑡 — время, задаёт закон движения точки 𝐴 относительно репе-
ра 𝑂𝐞𝑥𝐞𝑦𝐞𝑧.

Кривая, описываемая движущейся точкой 𝐴 в пространстве, на-
зывается траекторией точки.

Скорость 𝐯 точки 𝐴 относительно репера 𝑂𝐞𝑥𝐞𝑦𝐞𝑧 определяется
выражением

𝐯 = ̇𝐫 = 𝑣𝑥𝐞𝑥 + 𝑣𝑦𝐞𝑦 + 𝑣𝑧𝐞𝑧 = 𝑥̇𝐞𝑥 + ̇𝑦𝐞𝑦 + ̇𝑧𝐞𝑧.

Ускорение 𝐚 точки 𝐴 относительно репера 𝑂𝐞𝑥𝐞𝑦𝐞𝑧 имеет вид

𝐚 = ̇𝐯 = 𝑎𝑥𝐞𝑥 + 𝑎𝑦𝐞𝑦 + 𝑎𝑧𝐞𝑧 =
= ̇𝑣𝑥𝐞𝑥 + ̇𝑣𝑦𝐞𝑦 + ̇𝑣𝑧𝐞𝑧 = 𝑥̈𝐞𝑥 + ̈𝑦𝐞𝑦 + ̈𝑧𝐞𝑧.

Если декартовы координаты точки 𝐴 заданы как функции каких-
либо скалярных аргументов 𝐫(𝑡) = 𝐫(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3), то аргументы 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3
называются криволинейными координатами точки.

Точке 𝐴 ставится в соответствие локальный нормированный ре-
пер 𝐴𝐞1𝐞2𝐞3 с единичными векторами

𝐞𝑖 = ‖
𝜕𝐫
𝜕𝑞𝑖 ‖

−1 𝜕𝐫
𝜕𝑞𝑖

, 𝑖 = 1, 2, 3.

Проекции ускорения на оси с направляющими векторами 𝐞𝑖 вы-
ражаются формулами

𝑎𝑖 = 𝐚 ⋅ 𝐞𝑖 = ‖
𝜕𝐫
𝜕𝑞𝑖 ‖

−1

(
𝑑
𝑑𝑡(

𝜕
𝜕 ̇𝑞𝑖 (

𝑣2

2 )) − 𝜕
𝜕𝑞𝑖 (

𝑣2

2 )).
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Криволинейные координаты называются ортогональными, если еди-
ничные векторы 𝐞1, 𝐞2, 𝐞3 взаимно перпендикулярны. Примером мо-
гут служить цилиндрические координаты

𝑥 = 𝑟 cos 𝜑, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜑, 𝑧 = 𝑧,

для которых

𝑞1 = 𝑟, 𝑞2 = 𝜑, 𝑞3 = 𝑧,
𝑣1 = 𝑣𝑟 = ̇𝑟, 𝑣2 = 𝑣𝜑 = 𝑟𝜑̇, 𝑣3 = 𝑣𝑧 = ̇𝑧.

При 𝑧 = const цилиндрические координаты переходят в полярные.
Секторной скоростью точки называется величина

𝜎̇ = 1
2𝑟2𝜑̇.

Другим примером являются сферические координаты

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 cos 𝜑, 𝑦 = 𝑟 cos 𝜃 sin 𝜑, 𝑧 = 𝑟 sin 𝜃,

для которых

𝑞1 = 𝑟, 𝑞2 = 𝜑, 𝑞3 = 𝜃,
𝑣1 = 𝑣𝑟 = ̇𝑟, 𝑣2 = 𝑣𝜑 = 𝑟𝜑̇ cos 𝜃, 𝑣3 = 𝑣𝜃 = 𝑟 ̇𝜃.

Помимо описанных выше координатных способов представления
скорости и ускорения используется представление этих векторов
с помощью естественного (или сопутствующего) трёхгранника.

Естественным трёхгранником называют подвижный трёхгран-
ник с началом в движущейся точке 𝐴, образованный единичным
вектором касательной к траектории 𝛕, главной нормалью 𝛎 и бинор-
малью 𝛃,

𝛕 = 𝑑𝐫
𝑑𝑠 = 𝐯

‖𝐯‖
, 𝛎 = 𝜌 ⋅ 𝑑𝛕

𝑑𝑠 , 𝛃 = 𝛕 × 𝛎,

где𝜌—радиус кривизнытраекториивточке,совпадающей сточкой𝐴,
а дифференциал длины дуги 𝑑𝑠 траектории выражается формулой

𝑑𝑠 = 𝑣 𝑑𝑡 или 𝑣 = ̇𝑠.
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Проекции скорости и ускорения на оси естественного трёхгран-
ника имеют вид

𝑣𝛕 = ̇𝑠, 𝑣𝛎 = 𝑣𝛃 = 0,

𝑎𝛕 = ̇𝑣 = ̈𝑠, 𝑎𝛎 = 𝑣2

𝜌 , 𝑎𝛃 = 0.

1.1. В плоскости эллипса с полуосями 𝑎 и 𝑏 вокруг его фокуса 𝐹 с по-
стоянной угловой скоростью 𝜔 вращается луч 𝐹 𝑀. Найти скорость
точки 𝑀 пересечения этого луча с эллипсом как функцию расстоя-
ния 𝑟 от фокуса 𝐹 до точки 𝑀.

1.2. Точка описывает плоскую траекторию так, что её секторная ско-
рость пропорциональна модулю радиус-вектора, а радиальная ско-
рость постоянна, т. е.

𝜎̇ = 1
2𝑏𝑟, 𝑣𝑟 = 𝑐,

где 𝑏 и 𝑐—некоторые положительные постоянные. Зная начальные
условия 𝜑 = 0 и 𝑟 = 𝑟0 при 𝑡 = 0, найти траекторию точки и закон
движения.

1.3. Точка описывает плоскую траекторию так, что модуль её скоро-
сти есть постоянная величина 𝑐, а полярный угол изменяется по за-
кону 𝜑 = 𝜔𝑡. Найти траекторию точки, если известно начальное
условие 𝑟 = 0 при 𝜑 = 0.
1.4. Точка описывает плоскую траекторию с постоянной по величине
скоростью 𝑣 так, что вектор ускорения точки всё время направлен
на данную неподвижную точку𝑂. Найти траекторию точки, если в на-
чальный момент времени она находилась на расстоянии 𝑏 от точки𝑂.

1.5. Точка описывает плоскую кривую так, что прямая, по которой
направлено её ускорение 𝐚, всё время проходит через неподвижную
точку 𝑂. Определить условие применимости формулы

𝑎 = ±𝑣 ⋅ 𝑑𝑣
𝑑𝑟 ,

где 𝑣 — величина скорости точки, 𝑟 — расстояние до точки 𝑂. Знак
«+» берётся в том случае, когда ускорение направлено от точки 𝑂, и
знак «−» в противоположном случае.
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1.6. Точка описывает плоскую траекторию так, что её радиальная
скорость положительна и постоянна, а радиальное ускорение отри-
цательно и обратно пропорционально кубу расстояния до полюса,
т. е.

𝑣𝑟 = 𝑏 > 0, 𝑎𝑟 = −𝑐2

𝑟3 , 𝑐 > 0.

Найти траекторию и секторную скорость точки при заданных началь-
ных условиях 𝑟(0) = 𝑟0 и 𝜑(0) = 𝜑0 и 𝜑̇(0) > 0.
1.7. Точка движется в плоскости 𝑂𝑥𝑦 так, что проекция её скорости
на ось 𝑂𝑥 постоянна и равна 𝑐. Показать, что в этом случае величина
ускорения определяется формулой

𝑎 = 𝑣3

𝑐𝜌 ,

где 𝑣—величина скорости точки, а 𝜌—радиус кривизны траектории.

1.8. В декартовых координатах задан закон движения точки

𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑡).

Найти величины касательной и нормальной составляющих ускоре-
ния.

1.9. Закон движения материальной точки, брошенной в пустоте со
скоростью 𝑣0 под углом 𝛼0 к горизонту, имеет вид

𝑥 = 𝑏𝑡, 𝑦 = 𝑐𝑡 − 𝑔𝑡2

2 ,

где 𝑏 = 𝑣0 cos 𝛼0 и 𝑐 = 𝑣0 sin 𝛼0. Найти радиус кривизны траектории
в зависимости от абсциссы 𝑥, в частности, в вершине траектории.
1.10. Движение точки задано в полярных координатах уравнениями
𝑟 = 𝑏𝑒𝑘𝑡 и 𝜑 = 𝑘𝑡, где 𝑏 и 𝑘—известные постоянные величины. Выра-
зить скорость и ускорение точки и радиус кривизны её траектории
в зависимости от 𝑟.
1.11. Дан закон движения точки

𝑥 = 𝑏𝑡, 𝑦 = 𝑏(𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡)
2 = 𝑏 ch 𝑡.

Найти траекторию точки. Выразить радиус кривизны траектории как
функцию координаты 𝑦.
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1.12. Точка 𝑀 движется по винтовой линии. В цилиндрических ко-
ординатах её закон движения имеет вид 𝑟 = 𝑏, 𝜑 = 𝑘𝑡, 𝑧 = 𝜈𝑡. Найти
выражения скорости и ускорения точки в этих координатах, каса-
тельную и нормальную составляющие ускорения, а также радиус
кривизны винтовой линии.

1.13. Какую кривую опишет корабль, иду-
щий под постоянным курсовым углом 𝛼
к географическому меридиану? Корабль
считать точкой, движущейся по поверх-
ности земного шара.

Указание. Воспользоваться сферическими ко-

ординатами 𝑟, 𝜃 и 𝜑.

1.14. В условиях предыдущей задачи, считая, что величина скоро-
сти 𝑣 корабля не изменяется, определить проекции ускорения кораб-
ля на оси сферической системы координат, величину его ускорения
и радиус кривизны локсодромии.

1.15. Какую кривую опишет корабль, сохраняющий постоянный угол
пеленга 𝛼 на неподвижную точку 𝑂 (угол между направлением ско-
рости корабля и направлением на точку)? Корабль считать точкой,
движущейся в плоскости. Воспользоваться полярными координата-
ми (𝑟, 𝜑) с началом в точке 𝑂; в начальный момент времени корабль
находится в точке (𝑟0, 0). Исследовать частные случаи 𝛼 = 0, 𝜋

2 и 𝜋.

1.2. Сложное движение точки

Пусть точка движется относительно некоторой неизменяемой си-
стемы отсчёта (твёрдого тела Σ), с которой связана система коор-
динат 𝑂𝜉𝜂𝜁; эта система, в свою очередь, движется относительно
другой системы отсчёта (твёрдого тела 𝑆), с которой связана система
координат 𝑂1𝑥𝑦𝑧. Пусть 𝐫(𝜉, 𝜂, 𝜁) и 𝐑(𝑥, 𝑦, 𝑧)—радиус-векторы точки
в соответствующих системах отсчёта.

Таким образом, точка участвует в двух движениях: относительно
системы отсчёта Σ и вместе с ней относительно системы 𝑆. Говорят,
что точка совершает сложное движение. Движение точки относи-
тельно системы 𝑂𝜉𝜂𝜁 называется относительным; так же скорость и
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ускорение в этом движении называют относительными. Они опреде-
ляются формулами

𝐯отн. = ̇𝐫 = ̇𝜉𝐞𝜉 + ̇𝜂𝐞𝜂 + ̇𝜁𝐞𝜁,
𝐚отн. = ̈𝐫 = ̈𝜉𝐞𝜉 + ̈𝜂𝐞𝜂 + ̈𝜁𝐞𝜁,

где 𝐫(𝑡) определяет закон относительного движения в системе отсчё-
та Σ (𝑂𝜉𝜂𝜁).

Абсолютными скоростью и ускорением называются

𝐯абс. = 𝐑̇ = 𝑥̇𝐞𝑥 + ̇𝑦𝐞𝑦 + ̇𝑧𝐞𝑧,
𝐚абс. = 𝐑̈ = 𝑥̈𝐞𝑥 + ̈𝑦𝐞𝑦 + ̈𝑧𝐞𝑧,

где𝐑(𝑡) определяет закон абсолютного движения в системе отсчёта 𝑆
(𝑂1𝑥𝑦𝑧).

Теорема сложения скоростей говорит, что абсолютная и относитель-
ная скорости точки в любой момент времени связаны соотношением

𝐯абс. = 𝐯отн. + 𝐯пер.,

где 𝐯пер. — переносная скорость точки, определяемая как скорость
той точки подвижной системы отсчёта 𝑂𝜉𝜂𝜁, в которой находится
точка вданныймоментвремени.Она вычисляется как скоростьточки
твёрдого тела (по теореме Эйлера).

Теорема сложения ускорений (теорема Кориолиса) устанавливает
связь между абсолютным и относительным ускорениями точки в лю-
бой момент времени

𝐚абс. = 𝐚отн. + 𝐚пер. + 𝐚кор.,

где 𝐚пер. —переносное ускорение точки — ускорение той точки по-
движной системы отсчёта, в которой находится точка в данный мо-
мент времени (вычисляется по теореме Ривальса); величина

𝐚кор. = 2𝛚 × 𝐯отн.
называется ускорением Кориолиса (кориолисовым ускорением); 𝛚 —
угловая скорость подвижной системы отсчёта.
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1.16. Прямая 𝐴𝐵 движется поступатель-
но со скоростью 𝑣1, перпендикулярной
к 𝐴𝐵, а прямая 𝐶𝐷 — поступательно
со скоростью 𝑣2, перпендикулярной к𝐶𝐷.
Найти величину скорости точки 𝑀 пере-
сечения этих прямых, если уголмежду ни-
ми равен 𝛼.

1.17. Лодку 𝑀, уносимую течением реки,
подтягивают верёвкой к точке 𝐴 берега.
Найти абсолютную скорость и траекто-
рию лодки, считая её точкой. Принять,
что скорость 𝑐1 течения реки постоянна
по всей её ширине, скорость наматыва-
ния верёвки постоянна и равна 𝑐2, и что

скорость лодки относительно системы координат, связанной с водой,
направлена вдоль верёвки.

1.18. Проволочная окружностьрадиуса𝑅
вращается в своей плоскости вокругнепо-
движной оси 𝑂 с постоянной угловой ско-
ростью 𝜔. Найти скорость точки 𝑀 пере-
сечения этой окружности с неподвижной
окружностью того же радиуса, проходя-
щей также через точку 𝑂.

1.19. Точка движется по архимедовой спирали 𝑟 = 𝑎𝑡, 𝜑 = 𝑏𝑡. До-
казать следующий способ построения касательной к этой кривой:
соединив движущуюся точку 𝑀 с полюсом 𝑂, проведём из точки 𝑂
перпендикуляр к 𝑂𝑀 и на этом перпендикуляре отложим в сторону
вращения радиус-вектора отрезок 𝑂𝐴 длины 𝑎

𝑏 . Прямая, проведён-

ная через точку 𝑀 перпендикулярно к 𝑀𝐴, и будет касательной
к спирали в точке 𝑀.

1.20. Точка описывает эллипс. Пользуясь тем, что сумма расстояний
от этой точки до фокусов эллипса являются постоянной величиной,
показать, что нормаль к эллипсу в этой точке делит пополам угол
между радиус-векторами, проведёнными из фокусов в эту точку.Ана-
логично доказать, что касательная к гиперболе делит пополам угол
между радиус-векторами, соединяющими точку касания с фокусами
гиперболы.
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1.21. Точка движется по параболе. Пользуясь тем, что расстояние
от неё до директрисы и до фокуса параболы во всё время движения
равны между собой, показать, что касательная к параболе образует
равные углы с радиус-вектором этой точки, проведённым из фокуса,
и осью параболы.

1.22. В неподвижной плоскости вокруг
точки 𝑂 вращается прямая так, что угол
𝜑 между прямой и осью 𝑂𝑥 изменяется
по закону 𝜑̇ = 𝜔 = const. В момент, ко-
гда прямая совпадает с осью 𝑂𝑥, из точ-
ки 𝑂 начинает двигаться вдоль прямой
точка 𝑀. Подобрать такой закон движе-
ния точки по прямой, чтобы она сохраня-
ла постоянную по величине абсолютную скорость 𝑣. Найти траекто-
рию и ускорение точки.

1.23. В неподвижной плоскости 𝑂𝑥𝑦 во-
круг данной точки 𝑂 вращается стержень
𝑂𝐴 так, что угол 𝜑 между стержнем и
осью 𝑂𝑥 изменяется по закону 𝜑̇ = 𝜔 =
const. Кольцо 𝑃 движется вдоль стержня
по закону 𝑂𝑃 = 𝑎0(1 + sin 𝜔0𝑡). Найти ве-
личины абсолютных скорости и ускоре-
ния кольца, пренебрегая его размерами.

1.24. В неподвижной плоскости 𝑂𝑥𝑦 стержень 𝑂𝐴 вращается вокруг
точки𝑂 по закону 𝜑 = 𝜑0 sin 𝜔𝑡. По стержню скользит кольцо 𝑃 по за-

кону 𝑂𝑃 = 1
2 𝑎0𝑡2. Найти величины абсолютных скорости и ускорения

кольца, пренебрегая его размерами.

1.25. Диск вращается с постоянной уг-
ловой скоростью 𝜔 вокруг оси, проходя-
щей через его центр и перпендикулярной
к его плоскости. По хорде диска, удалён-
ной на расстояние 𝜌 от центра диска, дви-
жется с постоянной относительной ско-
ростью 𝑢 точка 𝑀. Найти величины абсо-
лютных скорости и ускорения точки 𝑀
в зависимости от расстояния 𝑥 до середи-
ны хорды.
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1.26. Окружность радиуса 𝑟 вращается
в своей плоскости с постоянной угло-
вой скоростью 𝜔 против часовой стрел-
ки вокруг неподвижной точки 𝐶, лежа-
щей на окружности. Точка 𝑀 движется
по этой окружности по часовой стрелке
со скоростью 2𝜔𝑟. В начальный момент
точки𝑀 и𝐶 и центр окружности𝑂 лежат
на одной прямой. Определить абсолют-
ную траекторию точки 𝑀, её скорость и

ускорение.

1.27. Диск радиуса 𝑅 вращается с постоянной угловой скоростью 𝜔
вокруг неподвижной оси, проходящей через его центр и перпенди-
кулярной к его плоскости. По диаметру диска, выходя из его центра,
движется точка по закону 𝑠 = 𝑅 sin 𝜔𝑡. Найти абсолютные траекто-
рию, скорость и ускорение точки.

1.28. В неподвижной плоскости 𝑂𝑥𝑦 во-
круг некоторой точки 𝑂 вращается стер-
жень 𝑂𝐶. Стержень 𝐴𝐵 движется в на-
правляющих𝐾 так,что он всегда остаётся
параллельным оси 𝑂𝑦, а точка 𝐴 находит-
ся на стержне𝑂𝐶. Расстояние𝑂𝐾 равно 𝑙.
Определить скорость движения точки 𝐴
относительно стержня 𝑂𝐶 как функцию
угла 𝜑 между стержнем 𝑂𝐶 и осью 𝑂𝑥 и

его производной 𝜑̇ = 𝜔.
1.29. Плоскость 𝑂𝑥𝑦 вращается вокруг оси 𝑂𝑧 с переменной угловой
скоростью 𝜔. Движение точки 𝑀 в этой плоскости задано уравнения-
ми 𝑥 = 𝑥(𝑡) 𝑦 = 𝑦(𝑡). Найти проекции абсолютного ускорения точки
на подвижные оси 𝑂𝑥 и 𝑂𝑦.
1.30. В предыдущей задаче, полагая 𝜔 = const, найти относительное
движение точки, если 1) абсолютное ускорение точки совпадает с её
переносным ускорением и начальная относительная скорость 𝑣0 не
равна нулю. 2) абсолютное ускорение совпадает с относительным
ускорением, а в начальный момент расстояние 𝑂𝑀 было равно 𝑟0.
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1.31. Круговой конус с углом раствора 2𝛼
вращается вокруг своей оси с постоянной
угловой скоростью 𝜔. Точка 𝑀 выходит
из вершины конуса и движется равномер-
но по его образующей со скоростью 𝑣. Вы-
разить величину абсолютного ускорения
точки 𝑀 как функцию времени, прошед-
шего с момента начала движения точки.

1.32. Шар радиуса 𝑅 вращается вокруг
неподвижного диаметра 𝐴𝐵 с постоян-
ной угловой скоростью 𝜔. Точка 𝑀 дви-
жется равномерно по его меридиану
со скоростью 𝑣. Найти величину абсолют-
ного ускорения точки 𝑀 в зависимости
от широты 𝜑.

1.33. Прямоугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷, в котором
𝐷𝐴 = 𝐶𝐵 = 𝑙, вращается вокруг сторо-
ны 𝐶𝐷 с постоянной угловой скоростью
𝜔 = 𝜋

2 . Вдоль стороны 𝐴𝐵 движется точ-

ка 𝑀 по закону 𝜉 = 𝑐 sin 𝜋𝑡
2 . Определить

величину абсолютного ускорения точки
в момент времени 𝑡 = 1.

1.34. Диск радиуса 𝑅 вращается вокруг
своего неподвижного диаметра с посто-
янной угловой скоростью 𝜔. По ободу
диска с постоянной по величине скоро-
стью 𝑣 движется точка 𝑀. Найти абсо-
лютное ускорение точки 𝑀 как функцию
угла 𝜑, образованного радиус-вектором
точки с осью вращения диска.
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1.35. Полое кольцо радиуса 𝑟 вращается
с постоянной угловой скоростью 𝜔 во-
круг неподвижной оси 𝐴𝐵, расположен-
ной в плоскости кольца на расстоянии 2𝑟
от его центра. Кольцо заполнено жидко-
стью, движущейся в нём с постоянной
относительной скоростью 𝑢. Определить
величины абсолютных ускорений частиц
жидкости, расположенных в точках 1, 2, 3
и 4.

1.36. Диск вращается вокруг своего непо-
движногодиаметра с постоянной угловой
скоростью 𝜔2. Подвижный радиус враща-
ется в плоскости диска с постоянной уг-
ловой скоростью 𝜔1. По подвижному ра-
диусу диска от центра к краю движется
точка 𝑀 с постоянной скоростью 𝑣0. Най-
ти абсолютную скорость точки𝑀, считая,
что в начальный момент она находилась
в центре диска, а подвижный радиус был направлен по оси вращения
диска.

1.37. Диск вращается с постоянной угловой скоростью 𝜔 вокруг оси,
перпендикулярной его плоскости и проходящей через центр 𝑂. Точ-
ка 𝐶 движется по диску с постоянной по величине относительной
скоростью 𝑣, описывая при этом заданную кривую, обращённую вы-
пуклостьюкточке𝑂.Найти абсолютные скоростьи ускорениеточки𝐶
в тот момент времени, когда 𝑂𝐶 = 𝑟, радиус кривизны относитель-
ной траектории в этой точке равен 𝜌, а нормаль образует с 𝑂𝐶 угол 𝜑.

1.38. Стержень 𝑂𝐴, который может сво-
бодно вращаться вокруг неподвижной
точки𝑂, расположеннойнанеподвижной
прямой 𝑂𝐶, опирается на брусок 𝐵, име-
ющий высоту ℎ и движущийся поступа-
тельно со скоростью 𝑣 вдоль прямой 𝑂𝐶.
Определить величину абсолютной скоро-

сти точки𝐸 стержня, находящейся в соприкосновении с углом бруска,
в тот момент, когда расстояние от края бруска до точки 𝑂 равно 𝑠.
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1.39. Стержень с роликом опирается
на полудиск, движущийся поступатель-
но с постоянной скоростью 𝑣0 вдоль сво-
его диаметра 𝐴𝐵. Стержень перпендику-
лярен диаметру 𝐴𝐵, ролик имеет ради-
ус 𝜌. Найти скорость и ускорение стержня.
В начальный момент стержень опирается на верхнюю точку полудис-
ка.

1.40. В неподвижной плоскости 𝑂𝑥1𝑦1
вокруг неподвижной точки 𝑂 может сво-
бодно вращаться стержень 𝑂𝐴 длины 𝑙.
Другой его конец𝐴 скользит по жёсткому
профилю, который движется с постоян-
ной скоростью 𝑣 вдоль оси 𝑂𝑥. В системе
координат 𝑂1𝑥𝑦, связанной с профилем,

определить такую его форму 𝑦 = 𝑓(𝑥), при которой скорость точки 𝐴
стержня была бы постоянной по величине и равнялась 𝜔𝑙.
1.41. По железнодорожному пути, проложенному вдоль некоторой
параллели северной широты, движется тепловоз со скоростью 𝑣 =
20 м/с с запада на восток. Определить величину кориолисова ускоре-
ния тепловоза. Угловую скорость суточного вращения Земли считать

равной 𝜔 = 2𝜋
24⋅602 с

−1.

1.42. По реке Неве с востока на запад по параллели 60∘ северной ши-
роты со скоростью 𝑣 = 1,11 м/с плывёт плот. Определить переносное,
относительное и кориолисово ускорения плота.Радиус Земли считать
равным 6,4 ⋅ 106 м.

1.43. Точки 𝐴 и 𝐵 находятся на расстоя-
нии 𝑙 от точки 𝐶 и расположены в плоско-
сти, вращающейся вокруг неподвижной
оси 𝑂𝐶 с угловым ускорением 𝜀1. В этой
плоскости точки 𝐴 и 𝐵 движутся так, что

выполняется соотношение𝜑 = 𝜀2𝑡2

2 . Опре-

делить абсолютные скорости и ускорения

точек𝐴и𝐵 какфункции времени.Известно,что в начальныймомент
система покоилась. Ускорения 𝜀1 и 𝜀2 считать известными постоян-
ными.
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1.44. Воздушная трапеция𝐴𝐵𝐶𝐷 с боко-
выми сторонами 𝐵𝐶 = 𝐴𝐷 = 𝑙 совер-
шает качания вокруг горизонтальной оси
𝑂1𝑂2 по закону 𝜑 = 𝜑0 sin 𝜔𝑡. Гимнаст,
выполняющий упражнение на перекла-
дине 𝐴𝐵, вращается вокруг неё с посто-
янной угловой скоростью 𝜔 относитель-
но плоскости трапеции.Определить абсо-
лютное ускорение точки 𝑀, расположен-

ной на подошве гимнаста и находящейся на расстоянии 𝑑 от пере-
кладины 𝐴𝐵 в момент времени 𝑡 = 𝜋

𝜔 .

1.45. Найти условия, при которых в сложном движении точки спра-
ведливы соотношения ̇𝐯отн. = 𝐚отн., ̇𝐯пер. = 𝐚пер..
1.46. Показать, что в сложном движении точки всегда выполнено
равенство ̇𝐯отн. − ̇𝐯пер. = 𝐚отн. − 𝐚пер..
1.47. Восточная, северная и радиальная проекции скорости некото-
рой точки 𝑀 относительно Земли соответственно равны 𝑣𝐸, 𝑣𝑁, 𝑣𝑅.
Определить проекции абсолютного ускорения точки 𝑀, движущей-
ся вблизи Земли, на оси сопровождающего трёхгранника 𝑀𝑥𝑦𝑧, где
ось 𝑀𝑥 направлена на восток, ось 𝑀𝑦—на север, ось 𝑀𝑧—по ради-
усу Земли в данном месте. Высоту ℎ точки над поверхностью Земли
и широту места 𝜑 в данный момент времени считать известными.
Также известны радиус 𝑅 и угловая скорость 𝜔 суточного вращения
Земли.

1.3. Кинематика абсолютно твёрдого тела

Абсолютно твёрдым телом в классической механике называется со-
вокупность точек, расстояния между которыми при движении тела не
меняются. Скорости и ускорения различных точек тела, совершающе-
го произвольное движение, различны, поэтому выражения «скорость
тела» и «ускорение тела» в общем случае лишены смысла.

Характеризуя движение абсолютно твёрдого тела, говорят о поле
(или распределении) скоростей, которое задаётся формулой Эйлера

𝐯𝑀 = 𝐯𝐴 + 𝛚 × ⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝑀.
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Здесь 𝐯𝑀, 𝐯𝐴 — скорости любых двух точек 𝑀 и 𝐴 тела, а 𝛚 — угло-
вая скорость тела относительно неподвижной системы отсчёта. Если
ввести подвижную систему отсчёта с началом в точке 𝐴 и осями, па-
раллельными осям неподвижной системы,то формулу Эйлера можно
интерпретировать как теорему сложения скоростей для точки 𝑀—
её абсолютная скорость 𝐯𝑀 равна векторной сумме переносной 𝐯𝐴
и относительной 𝛚 × ⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝑀 скоростей. В смысле этой интерпретации
точку 𝐴 иногда называют полюсом.

Ускорение 𝐚𝑀 произвольнойточки𝑀 тела определяетсяформулой
Ривальса

𝐚𝑀 = 𝐚𝐴 + 𝛆 × ⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝑀 + 𝛚 × (𝛚 × ⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝑀),

где 𝐚𝐴 — ускорение точки 𝐴 тела; 𝛆 = 𝛚̇ — угловое ускорение тела.

Вектор 𝛆 × ⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝑀 называется вращательным ускорением точки 𝑀, а

вектор 𝛚 × (𝛚 × ⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝑀)—её осестремительным ускорением.

Важнейшие частные случаи движения абсолютно твёрдого тела

Мгновенно-поступательное и поступательное движения. Если в неко-
торый момент времени 𝑡0 угловая скорость тела равна нулю, из фор-
мулы Эйлера следует, что в этот момент скорости всех точек тела
одинаковы. Такое движение называется мгновенно-поступательным.
Ускорения точек тела при мгновенно-поступательном движении не
обязательно одинаковы, так как вектор углового ускорения может
быть отличен от нуля в этот момент времени.

Еслиже угловая скорость равна нулюна интервале [𝑡0; 𝑡1],то скоро-
сти и ускорения всех точек тела на этом интервале времени одинако-
вы и равны соответственно скорости и ускорению полюса, поскольку
теперь и вектор углового ускорения обращается в нуль. В этом случае
движение тела называют поступательным. Траектории точек тела
при поступательном движении могут быть произвольными.

Движение с одной неподвижной точкой (сферическое движение). Если
одна из точек твёрдого тела неподвижна, то её скорость и ускорение
тождественно равны нулю. Выбрав эту точку в качестве полюса и
совместив с ней начало неподвижной системы координат, получим,
что формулы Эйлера и Ривальса приобретают вид

𝐯𝑀 = 𝛚 × ⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝑀, 𝐚𝑀 = 𝛆 × ⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝑀 + 𝛚 × (𝛚 × ⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝑀).
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Скорости точек тела, лежащих на прямой, проходящей через непо-
движную точку и параллельной вектору 𝛚, равны нулю, поэтому эта
прямая называется мгновенной осью вращения.

Геометрическоеместомгновенных осей вращения в пространстве,
связанном с телом, называется подвижным аксоидом. Геометрическое
место мгновенных осей вращения в неподвижном пространстве на-
зывается неподвижным аксоидом.

Траектория любой точки тела в рассматриваемом случае лежит
на сфере соответствующего радиуса с центром в неподвижной точке,
поэтому одно из названий этого движения— сферическое.

Плоскопараллельное движение. Если при движении абсолютно твёр-
дого тела расстояния от всех его точек до некоторой неподвижной
плоскости 𝑃 остаются постоянными, то говорят, что тело совершает
плоскопараллельное движение. В этом случае изучение движения
тела можно заменить изучением движения плоской фигуры, получа-
ющейся при сечении тела неподвижной плоскостью, параллельной
плоскости 𝑃.

Вектор угловой скорости при плоскопараллельном движении все-
гда перпендикулярен плоскости 𝑃; если 𝛚 ≠ 𝟎, то существует точка𝐶
плоской фигуры (или точка пространства, жёстко связанного с плос-
кой фигурой), скорость которой в данный момент равна нулю. Эта
точка называется мгновенным центром скоростей. Выбирая мгновен-
ный центр скоростей в качестве полюса, можно представить поле
скоростей в виде

𝐯𝑀 = 𝛚 × ⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝐶𝑀,

т. е. скорости точек фигуры распределены так, как они были бы рас-
пределены, если бы фигура вращалась вокруг неподвижной точки 𝐶.
С течением временимгновенный центр скоростейможетменять своё
положение как по отношению к телу, так и по отношению к непо-
движной плоскости.

Геометрическое место положений мгновенного центра скоростей
на неподвижной плоскости называется неподвижной центроидой, а
на плоскости, жёстко связанной с телом, — подвижной центроидой.

Если 𝜀2 + 𝜔4 ≠ 0, то существует точка 𝐾 фигуры (или точка про-
странства, жёстко связанного с плоской фигурой), ускорение которой
в данный момент равно нулю. Эта точка называется мгновенным цен-
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тром ускорений. Выбрав точку 𝐾 в качестве полюса, получим

𝐚𝑀 = 𝛆 × ⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝐾𝑀 − 𝜔2⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝐾𝑀,

т. е. в этом случае ускорения точек плоской фигуры распределенытак,
как они были бы распределены, если бы эта фигура вращалась вокруг
неподвижной точки 𝐾 с заданными угловой скоростью и угловым
ускорением.

Мгновенный центр скоростей и мгновенный центр ускорений,
вообще говоря, не совпадают.

Вращение вокруг неподвижной оси. Это движение имеет место, если
остаются неподвижнымидве точки тела.Оно является одновременно
сферическим и плоскопараллельным движением, поэтому обладает
особенностями обоих движений.

Рассматривая вращение вокруг неподвижной оси как плоскопа-
раллельное движение, интересно отметить, что в этом случае точка,
лежащая на оси вращения, является и центром скоростей и центром
ускорений, поскольку её скорость и ускорение тождественно равны
нулю.

1.48. Шарнирный плоский механизм со-
стоит из четырёх стержней 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶 =
2𝑏, 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷 = 2𝑐 < 2𝑏, связанных
шарнирами в точках 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, причём
стержень 𝐴𝐵 неподвижен (антипаралле-
лограмм, поставленный на малое звено).

Найти центроиды стержня 𝐶𝐷.

1.49. Найти центроиды стержня 𝐶𝐷 ан-
типараллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷, поставлен-
ного на звено 𝐴𝐵, если 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷 >
𝐴𝐶 = 𝐵𝐷 = 2𝑏.
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1.50. Стержень 𝐴𝐵 длины 𝑙 скользит кон-
цамипо сторонампрямого угла𝑥𝑂𝑦.Най-
ти центроиды стержня. Найти также тра-
екторию, скорость и ускорение (как функ-
ции угла 𝜑 = ∠𝑂𝐴𝐵) его точки 𝑀, на-
ходящейся на расстоянии 𝑚 от конца 𝐴,
считая, что скорость конца 𝐴 постоянна
и равна 𝑢.
1.51. Жёсткий угол 𝐴𝑂𝐵 = 𝜑 движется в своей плоскости так, что
сторона 𝑂𝐴 всегда проходит через неподвижную точку 𝑀, а другая
сторона— через неподвижную точку 𝑁. Найти центроиды движуще-
гося угла.

1.52. Стержень 𝐴𝐵 длины 𝑙 движется
в неподвижной плоскости так, что он все-
гда проходит через точку 𝑀 неподвиж-

ной полуокружности радиуса 𝑟, 𝑟 6 𝑙
2 , а

его конец 𝐴 скользит по этой полуокруж-

ности. Найти траектории точек стержня, а также его центроиды.

1.53. Стержень𝐴𝐵 движется в неподвиж-
ной плоскости 𝑂𝑥𝑦 так, что его конец 𝐴
скользит по оси 𝑂𝑥 со скоростью 𝑣.
Во всё время движения стержень каса-
ется окружности радиуса 𝑟 с центром
в точке 𝑂. Найти скорость изменения уг-
ла 𝑂𝐴𝐵 и центроиды стержня.

1.54. Стержень𝐴𝐵 движется в неподвиж-
ной плоскости 𝑂𝑥𝑦 так, что его конец 𝐴
скользит по оси 𝑂𝑥 со скоростью 𝑣.
Во всё время движения стержень прохо-
дит через точку 𝑀(0, ℎ). Найти центро-
иды стержня и его мгновенную угловую
скорость.
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1.55. Стержень 𝑂𝐴 длины 0,2 м равно-
мерно вращается вокруг точки 𝑂 так, что
𝛼̇ = 10 с−1, и приводит в движение стер-
жень 𝐴𝐵 длины 1 м; тело 𝐵 движется
вдоль оси 𝑂1𝑦. Найти мгновенные угло-
вую скорость и угловое ускорение стерж-
ня 𝐴𝐵, а также ускорение тела 𝐵 в мо-
мент времени, когда стержни 𝑂𝐴 и 𝐴𝐵
взаимно перпендикулярны и образуют
с осью 𝑂1𝑥 углы 𝛼 = 𝛽 = 𝜋

4 .

1.56. Плоский механизм состоит из двух
шарнирно соединённых стержней 𝑂𝐴
длины 𝑟 и 𝐴𝐵 длины 𝑙, а также тела 𝐵.
Стержень 𝑂𝐴 вращается вокруг непо-
движнойточки𝑂так,что 𝛼̇ = 𝜔0, где𝜔0 =
const. Тело 𝐵 скользит вдоль неподвиж-
ной прямой 𝐶𝐷, не проходящей через
точку 𝑂. Определить угловую скорость и угловое ускорение стерж-
ня 𝐴𝐵, а также скорость и ускорение тела 𝐵 в тех положениях, ко-
гда 𝛼 = 0 и 𝛼 = 𝜋

2 .

1.57. Стержень 𝑂𝐴 шарнирного четырёх-
звенника 𝑂𝐴𝐵𝑂1 вращается с постоян-
ной угловой скоростью𝜔0.Определить уг-
ловую скорость, угловое ускорение стерж-
ня 𝐴𝐵, а также ускорение точки 𝐵 в поло-
жении, указанном на рисунке, если 𝐴𝐵 =
2𝑂𝐴 = 2𝑏.

1.58. Антипараллелограмм составлен
из двух стержней 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 одинаковой
длины 2𝑎 и шарнирно соединённого
с ним стержня 𝐵𝐶 длины 2𝑏. Расстояние
между неподвижными осями 𝐴 и 𝐷
равно 2𝑏. Стержень 𝐴𝐵 вращается с по-
стоянной угловой скоростью 𝜔0. Найти
угловую скорость и угловое ускорение
стержня 𝐵𝐶 в момент, когда угол 𝐴𝐷𝐶
равен 𝜋

2 .
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1.59. Жёсткий прямой угол 𝐴𝑀𝐸 дви-
жется так, что точка 𝐴 остаётся всё вре-
мя на неподвижной прямой 𝑂𝑦, а сто-
рона 𝑀𝐸 проходит через неподвижную
точку 𝐵, лежащую на оси 𝑂𝑥. Извест-
но, что скорость 𝑣𝐴 точки 𝐴 постоянна
и𝐴𝑀 = 𝑂𝐵 = 𝑑. Определить ускорение
точки 𝑀 как функцию угла 𝜑.

1.60. Колесо радиуса 𝑅 = 0,5 м катится без проскальзывания по пря-
молинейному рельсу. В данный момент центр колеса 𝑂 имеет ско-
рость 𝑣0 = 0,5 м/с и ускорение 𝑎0 = −0,5 м/с2. Найти: 1) положение
точки, совпадающей с мгновенным центром 𝐾 ускорений колеса;
2) ускорение точки колеса, совпадающей с мгновенным центром 𝐶
скоростей; 3) ускорение точки𝑀 и 4) радиус кривизны её траектории,
если 𝑂𝑀 = 𝑀𝐶 = 0,5𝑅.

1.61. Колесо радиуса𝑅 катится без про-
скальзывания по прямой 𝐶𝐷. Центр 𝑂
колеса движется с постоянной скоро-
стью 𝑣0. В точке 𝐴 с колесом шарнирно
соединён стержень 𝐴𝐵 длины 3𝑅. Ко-
нец 𝐵 стержня скользит по 𝐶𝐷. Опре-
делить угловую скорость и угловое ускорение стержня 𝐴𝐵, а также
линейную скорость и линейное ускорение его точки 𝐵 в тот момент
времени, когда стержень находится в положении, указанном на ри-
сунке.

1.62. Шестерня радиуса 𝑅 катится
без проскальзывания по неподвиж-
ной шестерне такого же радиуса и
приводится в движение стержнем 𝑂𝐴,
концы которого шарнирно закреплены
в центрах обеих шестерён. Стержень
вращается с угловым ускорением 𝜀0 и
имеет в некоторый момент времени
угловую скорость 𝜔0. Найти для этого

момента времени: 1) ускорение той точки 𝑀 подвижной шестерни,
которая в данный момент совпадает с её мгновенным центром
скоростей; 2) ускорение диаметрально противоположной точки 𝑁
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подвижной шестерни.

1.63. Диск радиуса 𝑟 катится без проскальзывания по внутренней
стороне неподвижной окружности радиуса 2𝑟. Известно, что скорость
центрадиска постоянна по величине и равна 𝑣0.Найти скоростьмгно-
венного центра ускорений диска, а также ускорение его мгновенного
центра скоростей.

1.64. Ускорения концов стержня 𝐴𝐵 длины 0,1 м, совершающего
плоское движение, направлены вдоль стержня навстречу друг другу,
причём 𝑎𝐴 = 0,1 м/с2, 𝑎𝐵 = 0,2 м/с2. Определить угловую скорость и
угловое ускорение стержня.

1.65. В плоскости рисунка движется рав-
носторонний треугольник 𝐴𝐵𝐶. Ускоре-
ния вершин 𝐴 и 𝐵 в данный момент вре-
мени равны 𝑎 и направлены по сторонам
треугольника. Определить ускорение тре-
тьей вершины 𝐶 треугольника.

1.66. Квадрат 𝐴𝐵𝐶𝐷 со стороной 2 м со-
вершает плоское движение. В данный мо-
мент величины ускорений его вершин 𝐴
и𝐵 равны 𝑎𝐴 = 2м/с2 и 𝑎𝐵 = 4√2м/с2 со-
ответственно и направлены как указано
на рисунке. Найти мгновенные угловую
скорость и угловое ускорение квадрата и

ускорение точки 𝐶.

1.67. Стержень 𝐴𝐵 совершает плоское
движение. Найти величину ускорения се-
редины стержня, если ускорения его кон-
цов равны 𝑎𝐴 = 10 м/с2 и 𝑎𝐵 = 20 м/с2

и образуют с прямой 𝐴𝐵 углы 𝛼 = 𝜋
18 и

𝛽 = 7𝜋
18 соответственно.
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1.68. Стержень 𝑂𝐴 длины 𝑙 вращается
с угловым ускорением 𝜀0 вокруг оси 𝑂
неподвижного диска радиуса 𝑟 и несёт
на конце 𝐴 ось другого диска радиуса 𝑅,
𝑅 > 𝑟. Диски охвачены ремнём, который
не проскальзывает по краям дисков. Най-
ти мгновенные угловую скорость и угло-
вое ускорение подвижного диска, а так-
же ускорения его точек 𝐾, 𝐿 и 𝑀 (𝐾𝐿 ⟂
𝐴𝑀) в тот момент времени, когда угловая скорость стержня равна 𝜔0.
Рассмотреть случай 𝑟 = 𝑅.

1.69. Велосипедист движется по круговой дорожке трека радиуса 𝑅.
Найти угловую угловую скорость и угловое ускорение колеса вело-
сипеда, если скорость его центра равна 𝑣 и постоянна по времени.
Колесо радиуса 𝑟 катится без проскальзывания и его ось параллельна
плоскости трека.

1.70. Диск радиуса 𝑟 катится без про-
скальзывания по плоскости, сохраняя
свою плоскость ортогональной этой плос-
кости и отрезку 𝑂1𝑂. Центр 𝑂 диска опи-
сывает окружность радиуса 𝑅 с постоян-
ной скоростью 𝑣. Найти осестремитель-
ное и вращательное ускорения по отно-

шению к полюсу 𝑂1 точки 𝑀, положение которой на ободе диска
определяется углом 𝜑, показанным на рисунке.

1.71. Диск радиуса 𝑟 с центром в точ-
ке 𝐶 жёстко насажен на стержень 𝑂𝐶
длины 𝑙, перпендикулярный плоскости
диска. Диск катится по неподвижной
плоскости Σ без проскальзывания, а ко-
нец стержня 𝑂 остаётся неподвижным
в плоскости Σ. Плоскость 𝑧𝑂𝐶 вращает-
ся вокруг прямой 𝑂𝑧, перпендикулярной
к плоскости Σ, с угловым ускорением 𝜀0 и в данный момент време-
ни имеет угловую скорость 𝜔0. Найти мгновенные угловую скорость
и угловое ускорение диска, а также ускорения точек 𝐴 и 𝐵 диска,
показанных на рисунке.
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1.72. Конус, вершина 𝑂 которого непо-
движна, катится по плоскости 𝑂𝑥𝑦
без проскальзывания. Высота конуса
равна ℎ, а угол 𝐴𝑂𝐵 при вершине пря-
мой. Центр 𝐶 основания конуса движется
с постоянной скоростью и возвращается
в первоначальное положение через
каждые 𝑇 с. Определить скорость кон-
ца 𝐵 диаметра 𝐴𝐵, мгновенные угловую
скорость и угловое ускорение конуса, а

также ускорения точек 𝐴 и 𝐵 конуса.

1.73. Конус 𝐴 высоты ℎ и углом 2𝛼
при вершине катится без проскальзыва-
ния по неподвижному конусу 𝐵 с углом
при вершине 2𝛽, 𝛼 +𝛽 = 𝜋

2 так, что верши-

ны конусов совпадают. Точка 𝑂1 —центр
основания конуса 𝐴 — движется равно-
мерно, делая 𝑛 оборотов в минуту. Найти
мгновенные угловую скорость и угловое
ускорение конуса 𝐴 и ускорения его то-

чек 𝐶 и 𝐷.

1.74. Диск 𝑂𝐴 радиуса 𝑅, вращаясь во-
круг неподвижной точки 𝑂, обкатывает
без проскальзывания неподвижный ко-
нус с углом при вершине, равным 2𝛼. Най-
ти мгновенную угловую скорость диска,
если ускорение точки 𝐴 диска в данный
момент равно 𝑎.



1.3. Кинематика абсолютно твёрдого тела 27

1.75. Конус с углом раствора 2𝛽 и вы-
сотой ℎ катится без проскальзывания
по внутренней стороне поверхности
неподвижного конуса с углом раство-
ра 2𝛼, 𝛼 = 2𝛽. Точка 𝑂1 — центр ос-
нования подвижного конуса, описывает
окружность за 0,5 с. Найти мгновенные
угловую скорость и угловое ускорение по-
движного конуса, а также скорости и уско-

рения его точек 𝑀1 и 𝑀2.

1.76. Шестерни I и II радиуса 𝑅 диффе-
ренциального механизма вращаются во-
круг неподвижной оси 𝐴𝐵 со скоростя-
ми 𝜔1 и 𝜔2 соответственно. Определить
мгновенные угловую скорость шестер-
ни III радиуса 𝑟, ось 𝑂𝐶 которой пер-
пендикулярна 𝐴𝐵 и может свободно вра-
щаться вокруг оси 𝐴𝐵. Проскальзывание

между шестернями отсутствует.

1.77. Найти уравнения мгновенной оси вращения и величину уг-
ловой скорости тела, если известно, что в системе координат, свя-
занной с телом, проекции абсолютной скорости 𝐯1 точки 𝑀1(0, 0, 2)
равны (1, 2, 0), а направляющие косинусы вектора скорости 𝐯2 точ-

ки 𝑀2(0, 1, 2) равны (− 2
3 , 2

3 , − 1
3 ).

1.78. Шестерня I радиуса 𝑟, находящая-
ся в зацеплении с неподвижной шестер-
нёй II радиуса 𝑅 = 2𝑟, приводится в дви-
жениеподвижнымвалом III.В начальный
момент времени угловая скорость вала
равна𝜔0 и далее он вращается равноуско-
ренно с угловым ускорением 𝜀0. Каковы
будут через время 𝑡 угловая скорость и уг-
ловое ускорение шестерни I, а также ско-
рость точки 𝐵 этой шестерни?
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1.79. Коническая шестерня I радиуса 𝑅
вращается с постоянной угловой скоро-
стью 𝜔1.Шестерня II приводится в движе-
ние с помощью вала 𝑂𝐵, имеющего по-
стоянную угловую скорость 𝜔2 = 3

2 𝜔1 и
то же направление вращения, что и ше-
стерня I. Определить мгновенную угло-
вую скорость и угловое ускорениешестер-
ни II, а также скорость и ускорение её точ-
ки 𝐶, диаметрально противоположной
точке касания 𝐴. Известно, что угол 𝛼1 = 𝜋

3 , угол 𝛼2 = 𝜋
6 , кроме того,

оси шестерён пересекаются в точке 𝑂.

1.80. Ось симметрии волчка 𝑂𝑧 описывает поверхность неподвиж-
ного кругового конуса с осью𝑂𝑆 и углом раствора 2𝛼. Плоскость𝑆𝑂𝑧
за 1 минуту совершает 𝑛 оборотов вокруг неподвижной оси 𝑂𝑆. Уг-
ловая скорость волчка относительно плоскости 𝑆𝑂𝑧 постоянна и
равна 𝜔1. Найти мгновенную угловую скорость волчка и его мгновен-
ное угловое ускорение.

1.81. Квадратная рамка со сторо-
ной 10 см вращается вокруг неподвиж-
ной оси 𝐴𝐵 с постоянной угловой

скоростью 𝜔1. Диск радиуса 𝑟 = 5√2
3 см,

плоскость которого перпендикулярна
диагонали 𝐵𝐶 рамки, а центр находится
в её середине, вращается относительно

рамки с угловой скоростью 𝜔2 = √2𝜔1.
Найти мгновенную угловую скорость и
мгновенное угловое ускорение диска, а

также ускорения точек 𝐾 и 𝐿 обода диска, лежащих в данный момент
в плоскости рамки.
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1.82. Диск радиуса 𝑅 вращается с посто-
янной угловой скоростью 𝜔1 относитель-
но плоскости рамки вокруг оси𝑂1𝑂2, пер-
пендикулярной его плоскости и проходя-
щей через его центр 𝐶. В свою очередь,
ось 𝑂1𝑂2 закреплена в рамке 𝑂1𝑆𝑂2,
вращающейся с угловой скоростью 𝜔2
вокруг неподвижной оси 𝐶𝑆 (𝑂1𝑂2 ⟂
𝐶𝑆) в неподвижном пространстве. Найти
мгновенную угловую скорость и мгновен-

ное угловое ускорение диска, а также величины скоростей и ускоре-
ний точек 𝐴 и 𝐵 диска, лежащих на концах диаметра диска, имею-
щего в данный момент направление, совпадающее с направлением
оси 𝐶𝑆.
1.83. Шар радиуса 𝑅 катится по плоскости без проскальзывания. Ис-
пользуя в качестве координатдекартовы координаты центрашара 𝑥𝐶,
𝑦𝐶, 𝑧𝐶 и углы Эйлера 𝜑, 𝜓 и 𝜃, записать уравнения, выражающие от-
сутствие проскальзывания.

1.4. Смешанные задачи

1.84. Ползун 𝐴 приводится в движение
вдоль стержня 𝐵𝐾 при помощи шну-
ра 𝐴𝐶, продетого через неподвижное
кольцо 𝐶 и наматывающегося на коле-
со радиуса 𝑅, которое вращается с по-
стоянной угловой скоростью 𝜔. Известно,
что 𝐵𝐶 = 𝑎. Найти скорость ползуна как
функцию расстояния 𝐴𝐵 = 𝑥.

1.85. Ползун 𝐵 приводится в движе-
ние посредством нити, наматывающейся
на колесо радиуса 𝑅, которое вращается
вокруг оси 𝑂 с угловой скоростью 𝜔. Най-
ти скорость ползуна как функцию расстояния 𝑂𝐵 = 𝑥.
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1.86. Круговое кольцо, точка 𝑂 которого
неподвижна, совершает колебания в сво-
ей плоскости по закону 𝜑 = 𝜑0 sin 𝜔𝑡. Ра-
диус кольца равен 𝑅. Точка 𝐴 движется
по кольцу так, что 𝑠 = 𝑎𝑡2, где 𝑠 — дли-
на дуги 𝑂1𝐴. Найти скорость и ускорение
точки 𝐴 в момент времени 𝑡 = 𝜋

𝜔 .

1.87. Полый цилиндр 𝐵 радиуса 𝑅 враща-
ется вокруг своей неподвижной оси с уг-
ловой скоростью 𝜔. По его внутренней
поверхности катится без проскальзыва-
ния цилиндр 𝐴 радиуса 𝑟, 𝑟 < 𝑅. Абсо-
лютная скорость оси цилиндра 𝐴 равна 𝑣.
Найти абсолютную угловую скорость ци-
линдра 𝐴.

1.88. Равнобокий клин с углами 𝛼 при ос-
новании помещён между двумя бруска-
ми𝐴 и𝐵, которые движутся прямолиней-
но по горизонтальной плоскости со ско-
ростями 𝑣1 и 𝑣2. Найти движение клина.

1.89. Колёса 𝐴 и 𝐵 вагона, движущегося
со скоростью 𝑣, катятся по прямолиней-
ному рельсу без проскальзывания. Ради-
усы колёс равны 𝑟, расстояние между ося-
ми 𝑑. Определить скорость центра коле-
са 𝐴 относительно системы координат,
неизменно связанной с колесом 𝐵.

1.90. Диск радиуса 𝑟 катится внутри
окружности радиуса𝑅, прижимая тонкий
обруч радиуса 𝜌, 𝑟 < 𝜌 < 𝑅, как показано
на рисунке. Проскальзывание при движе-
нии отсутствует. Найти угловую скорость
обруча, если скорость центра диска рав-

на 𝑣.
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1.91. Стержень 𝐴𝐵 длины 2𝑏 («водило»)
вращается в неподвижной плоскости во-
круг своего конца 𝐴 с постоянной угло-
вой скоростью Ω против часовой стрел-
ки. На конце 𝐵 водила насажено свобод-
но колесо радиуса 𝑏, вращающееся в той
же плоскости, но в противоположную

сторону с постоянной угловой скоростью 𝜔 относительно водила.
Подобрать величину угловой скорости 𝜔 так, чтобы абсолютное уско-
рение точки 𝑀 колеса, лежащей в данный момент над водилом, было
равно нулю.

1.92. Стержень 𝐴𝐵 длины 2𝑏 («водило») вращается в неподвижной
плоскости вокруг своего конца 𝐴 с постоянной угловой скоростью Ω
против часовой стрелки. На конце 𝐵 водила насажено свободно ко-
лесо радиуса 𝑏, вращающееся в той же плоскости, но в противопо-
ложную сторону с постоянной угловой скоростью 𝜔 относительно
водила (см. рис. к задаче 1.91). Найти абсолютное ускорение неко-
торой точки, движущейся с постоянной относительной скоростью 𝑣
по окружности колеса против часовой стрелки, в тот момент, когда
эта точка находится над водилом (в точке 𝑀 колеса). Исследовать
полученную формулу для случаев 𝑣 = 𝜔𝑏 и 𝑣 = 0.

1.93. В эпициклической передаче веду-
щая шестерня радиуса 𝑅 вращается про-
тив часовой стрелки с угловым ускорени-
ем 𝜀0, кривошип длины 3𝑅 вращается во-
круг её оси по часовой стрелке с тем же
угловым ускорением. Найти мгновенную

угловую скорость и мгновенный центр скоростей ведомой шестер-
ни радиуса 𝑅, а также скорость и ускорение её точки 𝑀, лежащей
на конце диаметра, перпендикулярного в момент, когда угловые ско-
рости ведущей шестерни и кривошипа равны 𝜔0 и противоположно
направлены.

1.94. Треугольная призма, наклонная
плоскость которой образует угол 𝜋

4
с горизонтом, скользит направо по го-
ризонтальной плоскости со скоро-
стью 𝑣 = 2𝑡 см/с. По наклонной грани
призмы скатывается без проскальзы-
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вания круглый цилиндр радиуса 𝑟 = 8 см. Величина скорости его
центра масс 𝐶 относительно призмы равна 𝑣𝐶 = 4𝑡 см/с. Определить
величину абсолютного ускорения точки 𝐴 цилиндра, в которой
вектор 𝐯𝐶 пересекает его поверхность, если в момент времени 𝑡 = 1 с
угол 𝐴𝐶𝐷 прямой.

1.95. Прямая 𝐴𝐵 вращается в плоско-
сти вокруг неподвижной точки 𝐴 так,
что 𝜑̇ = 𝜔 = const. Диск радиуса 𝑅 катит-
ся без проскальзывания по этой прямой
так, что относительная скорость его цен-
тра постоянна и равна 𝑣. В начальный мо-
мент точка касания диска с прямой сов-
падала с точкой 𝐴. Найти скорости и ускорения точек 1, 2, 3 и 4 диска
как функции времени.

1.96. Неподвижная шестерня I соедине-
на цепью с подвижной шестернёй II то-
го же радиуса. Шестерня II приводится
в движение с помощью кривошипа 𝑂𝐴
длины 60 см. Кривошип 𝑂𝐴 вращается
вокруг точки 𝑂 против часовой стрел-
ки по закону 𝜑 = 𝜋

6 𝑡 рад. Вдоль диа-

метра 𝐵𝐶 шестерни II движется пол-
зун 𝑀, совершая колебания около цен-

тра 𝐴 по закону 𝐴𝑀 = 20 sin 𝜋
2 𝑡 см. Определить величины абсолют-

ной скорости и абсолютного ускорения ползуна 𝑀 в моменты време-
ни 𝑡1 = 0 и 𝑡1 = 1 с.

1.97. Шестерня 𝐴 радиуса 10 см приво-
дится в движение по шестерне 𝐵 ра-
диуса 20 см посредством стержня 𝑂𝐶,
который вращается с угловой скоро-
стью 𝜔0 = 𝑡 с−1 вокруг своего конца 𝑂.
Шестерня 𝐵, в свою очередь, вращает-
ся вокруг неподвижной оси 𝑂1𝑂2 с по-
стоянной угловой скоростью 𝜔 = 2 с−1.
На ободе шестерни 𝐴 выбрали некото-
рую точку 𝐷, для которой в момент вре-

мени 𝑡 = 1 с выполняется условие∠𝑂2𝑂𝐶 = ∠𝑂𝐶𝐷 = 𝜋
2 . Определить

величины абсолютной скорости и абсолютного ускорения точки 𝐷.
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1.98. Диск укреплён на оси 𝐵𝐶 с эксцен-
триситетом 𝑂𝑂1 = 𝑒 под углом 𝛼 и вра-
щается вокруг этой оси с угловым уско-
рением 𝜀, имея в данный момент угло-
вую скорость 𝜔. Точка 𝐴 движется по диа-
метру диска, проходящему через точку 𝑂,
по закону 𝑂1𝐴 = 𝑎 sin 𝜔𝑡. Найти скорость
и ускорение точки 𝐴.

1.99. Круговой конус I с углом при вер-

шине 2𝜋
3 катится без проскальзывания

по неподвижному конусу II с углом
при вершине 𝜋

3 . При этом ось 𝑂𝐴 ко-

нуса I совершает вокруг неподвижной
оси 𝑂1𝑂2 один оборот в секунду. Вдоль
диаметра 𝐵𝐶 = 20 см основания кону-
са I движется точка 𝑀, совершая колеба-
ния около центра 𝐴 по закону 𝑠 = 𝐴𝑀 =
10 cos 2𝜋𝑡 см. Определить величину абсо-
лютного ускорения точки 𝑀 в начальный момент времени 𝑡 = 0,
когда диаметр 𝐵𝐶 параллелен 𝑂1𝑂2.

1.100. Для передачи вращения меж-
ду двумя пересекающимися осями 𝐹 𝐸
и 𝐸𝐺 можно использовать универсаль-
ный шарнир Кардана— Гука, состоящий
из двух вилок 𝐴𝐵𝐹 и 𝐶𝐷𝐺 и кре-
стовины 𝐴𝐵𝐶𝐷, вращающейся вокруг
неподвижной точки𝐸, причём𝐴𝐵 ⟂ 𝐶𝐷.
Угол 𝛼 между осями вилок сохраняет

постоянной значение. Найти отношение угловых скоростей ви-
лок 𝐴𝐵𝐹 и 𝐶𝐺𝐷 (𝜔1 и 𝜔2 соответственно), связанных крестовиной
в следующих случаях: 1) когда плоскость вилки 𝐴𝐵𝐹 горизонтальна,
а плоскость вилки 𝐶𝐷𝐺 вертикальна; 2) когда плоскость вилки 𝐴𝐵𝐹
вертикальна, а плоскость вилки 𝐶𝐷𝐺 ей перпендикулярна; 3) когда
плоскость вилки 𝐴𝐵𝐹 образует угол 𝜑 с нормалью к плоскости осей
вилок.
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1.101. В момент метания диска радиуса
𝑟 три его точки 𝐴, 𝐵 и 𝐶 имеют скоро-

сти 𝑣𝐴 = 0, 𝑣𝐵 = 𝑣 и 𝑣𝐶 = √2𝑣, при-
чём вектор скорости 𝐯𝐵 лежит в плоско-
сти диска. Найти угловую скорость диска
и его мгновенную ось вращения.

1.102. Положения и скорости точек тела заданы в неподвижной де-
картовой системе координат. Точки 𝐴(𝑎, 0, 0), 𝐵(𝑎, 𝑎, 𝑎) и 𝐶(0, 0, 𝑎)
тела имеют в рассматриваемый момент скорости 𝐯𝐴(𝑣, −𝑣, 2𝑣),
𝐯𝐵(𝑣, 0, 𝑣) и 𝐯𝐶(𝑣, 0, 2𝑣). Найти кинематический винт тела.

1.103. Точка движется в плоскости со скоростью 𝐯(𝑡) и ускорением
𝐚(𝑡). Найти скорость и ускорение центра кривизны траектории точки.

1.104. В каждыймомент времени 𝑡 известны скорость 𝐯(𝑡) движущей-
ся в плоскости точки и радиус кривизны её траектории 𝜌(𝑡). Найти
угловую скорость и угловое ускорение сопровождающего трёхгран-
ника (𝛕, 𝛎, 𝛃).
1.105. Доказать, что при любом движении твёрдого тела его угловая
скорость связана с полем скоростей его точек равенством

𝛚 = 1
2 rot 𝐯.

1.106. Шар радиуса 𝑟 катится по плоскости, касаясь боковой поверх-
ности прямого кругового цилиндра радиуса 𝑅, образующая которого
перпендикулярна плоскости. Проскальзывание между шаром и по-
верхностями отсутствует. Скорость и ускорение центра шара равны
соответственно 𝑣 и 𝑎. Найти векторы угловой скорости и углового
ускорения шара. Рассмотреть случаи, когда: 1) шар катится внутри
цилиндра, 𝑟 < 𝑅; 2) шар катится снаружи цилиндра.
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2.1. Динамика точки

Задачидинамикиможноразделитьнадватипа: по заданнымисвязям
и силам требуется найти движение точки, и, наоборот, по известным
свойствам движения точки требуется найти силы, под действием
которых происходит такое движение.

Если точка свободна, второй закон Ньютона даёт векторное урав-
нение движения точки

𝑚𝐚 = 𝐅, (2.1)

где 𝑚 — масса точки, 𝐚 — вектор её ускорения относительно инер-
циальной системы отсчёта, 𝐅—сумма сил, под действием которых
находится точка. Векторная величина 𝐅 является функцией, вообще
говоря, времени, положения точки и её скорости. Выбрав наиболее
удобную для решений задачи систему координат, можно выписать
скалярные уравнения движения. Если силы заданы, то решение за-
дачи определения движения сводится к интегрированию системы
дифференциальных уравнений. Если известно движение, то опре-
деление силы сводится к вычислению ускорения точки. Эту задачу
приходится решать всегда, когда рассматривается движение несво-
бодной точки и требуется находить реакции связей.

Движение точки называется несвободным, если на её положение
или скорость налагаются какие-либо ограничения. Эти ограничения
задаются аналитически уравнениямиилинеравенствами относитель-
но кинематических характеристик движения точки и называются
уравнениями связей.

Вводя в рассмотрение реакции связей (аксиомаосвобождаемости),
уравнения движения несвободной точки можно записать в виде

𝑚𝐚 = 𝐅 + 𝐑, (2.2)

где 𝐑— сумма реакций связей, приложенных к точке.
При решении задач динамики точки оказываются полезными три

основные теоремы.

Теорема об изменении количества движения.

𝐐̇ = 𝐅 + 𝐑, (2.3)
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где вектор 𝐐 = 𝑚𝐯 называют количеством движения точки (импуль-
сом).

Теорема об изменении момента количества движения.

𝐊̇ = 𝐫 × (𝐅 + 𝐑), (2.4)

где 𝐫—радиус-вектор точки относительно некоторой неподвижной
системы координат, а 𝐊 = 𝐫 × 𝑚𝐯 — вектор момента количества
движения (момент импульса, кинетический момент).

Теорема об изменении кинетической энергии.

𝑑𝑇 = (𝐅 + 𝐑) 𝑑𝐫, (2.5)

где

𝑇 = 𝑚𝐯2

2 —

кинетическая энергия точки, а 𝐅 𝑑𝐫— элементарная работа силы 𝐅
на действительном перемещении точки.

Из уравнений (2.3), (2.4), (2.5) для некоторых частных случаев
связей и характера сил, действующих на точку, могут быть получены
первые интегралы уравненийдвижения.Их часто называют законами
сохранения.

Закон сохранения количества движения. Если сумма действующих на
точку сил равна нулю, 𝐅 = 𝟎, и точка свободна, то

𝑚𝐯 = 𝐂1,

где 𝐂1 = 𝑚𝐯0 —постоянный вектор.

Закон сохранения проекции количества движения. Если существуетта-
коенеподвижноенаправление𝑂𝑥, что суммапроекцийдействующих
сил и реакций связей на это направление постоянно равна нулю, то

𝑚𝑣𝑥 = const .
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Закон сохранения вектора момента количества движения. Если дей-
ствующие силы являются центральными и связи отсутствуют, то

𝐫 × 𝑚𝐯 = 𝐂2,

где 𝐂2 —постоянный вектор.

Закон сохранения момента количества движения относительно оси. Ес-
ли существует неподвижная ось 𝑂𝑧, относительно которой сумма
моментов сил 𝐅 и 𝐑 равна нулю, то сохраняется проекция момента
количества движения на эту ось. В цилиндрических координатах этот
интеграл имеет вид

𝑚𝑟2𝜑̇ = const .

Геометрическим следствием этого соотношения являются закон пло-
щадей.

Интеграл энергии (закон сохранения механической энергии). Если свя-
зи таковы, что 𝐑 𝑑𝐫 = 0, и существует такая скалярная функция 𝑈,
называемая силовой функцией, что 𝐅 𝑑𝐫 = 𝑑𝑈, то

𝑚𝑣2

2 − 𝑈 = ℎ,

где ℎ—некоторая постоянная. Функция 𝑉 = −𝑈 называется потен-
циальной энергией.

При изучении движения точки относительно неинерциальной
системы отсчёта для составления уравнений движения можно ис-
пользовать соотношение

𝑚𝐚отн. = 𝐅 + 𝐑 − 𝑚𝐚пер. − 𝑚𝐚кор..

Слагаемые −𝑚𝐚пер. и −𝑚𝐚кор. называют силами инерции (переносной
и кориолисовой соответственно).

Отметим особенность теоремы об изменении кинетической энер-
гии в неинерциальной системе координат. Она имеет вид

𝑑
𝑚𝑣2

отн.

2 = (𝐅 + 𝐑 − 𝑚𝐚пер.) 𝑑𝐫отн.,

поскольку работа силы инерции Кориолиса на относительном пере-
мещении точки равна нулю.
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Фазовая плоскость. Уравнение

𝑥̈ = 𝐹 (𝑥) (2.6)

равносильно системе двух уравнений

𝑥̇ = 𝑦, ̇𝑦 = 𝐹 (𝑥). (2.7)

Плоскость (𝑥, 𝑦) называют фазовой плоскостью уравнения (2.6). Пра-
вая часть (2.7) определяет на фазовой плоскости векторное поле. Это
поле называется векторным полем фазовой плоскости. Интегральные
кривые этого векторного поля называются фазовыми траектория-
ми. Их совокупность определяет фазовый портрет механической
системы.

2.1. Тело брошено с поверхности Земли вертикально вверх с началь-
ной скоростью 𝑣0. Учитывая силу ньютоновского тяготения и пре-
небрегая сопротивлением воздуха, найти, на какую максимальную
высоту и в течение какого времени поднимется тело. Ускорение си-
лы тяжести на поверхности Земли считать равным 𝑔, радиус Земли
равен 𝑅.

2.2. Материальная точка массы 𝑚 под действием силы, изменяю-
щейся по закону 𝐹 = 𝐹0 cos 𝜔𝑡, где 𝐹0 и 𝜔—постоянные величины,
совершает прямолинейное движение. В начальный момент точка
имела скорость 𝑣0. Найти закон движения точки.

2.3. Самолёт летит на высоте ℎ над по-
верхностью Земли с горизонтальной ско-
ростью 𝑣1. Из орудия произведён выстрел
по самолёту в тот момент, когда самолёт
находился на одной вертикали с оруди-
ем.Найти: 1) какому условиюдолжна удо-
влетворять начальная скорость снаряда
для того, чтобы снаряд мог попасть в са-
молёт; 2) под каким углом к горизонту должен быть произведён вы-
стрел, если начальная скорость снаряда равна 𝑣0? Сопротивлением
воздуха пренебречь, поле силы тяжести считать однородным.

2.4. Наибольшая горизонтальная дальность полёта снаряда равна 𝐿.
Определить его горизонтальную дальность полёта и наибольшую
высоту подъёма траектории при угле бросания 𝜋

6 . Сопротивлением

воздуха пренебречь.
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2.5. С крепостной башни производят два выстрела, причём началь-
ные скорости снарядов оказываются равными по величине и лежат
в одной и той же вертикальной плоскости. Эти начальные скорости
направлены под углами 𝛼1 и 𝛼2 к горизонту. Оба снаряда попадают
в одну и ту же точку на поверхности Земли. Определить высоту баш-
ни,предполагая, что поверхность Земли вокруг башни горизонтальна
и что сопротивление воздуха отсутствует.

2.6. Найти геометрическое место фокусов всех параболических тра-
екторий, соответствующих одной и той же начальной скорости 𝑣0 и
возможным углам бросания тяжёлой материальной точки.

2.7. Из орудия, находящегося в точке 𝑂, произвели выстрел под уг-
лом 𝛼 к горизонту с начальной скоростью 𝑣0. Одновременно из точ-
ки 𝐴, находящейся на расстоянии 𝑙 по горизонтали от точки 𝑂, про-
извели выстрел вертикально вверх. Определить, с какой начальной
скоростью 𝑣1 надо выпустить второй снаряд, чтобы он встретился
с первым снарядом. Сопротивлением воздуха пренебречь.

2.8. Тяжёлую материальную точку бросают из начала координат под
углом 𝛼 к горизонту с начальной скоростью 𝑣0. Каковы должны быть
значения 𝛼 и 𝑣0, чтобы траектория точки при прохождении через
данную точку 𝑀(𝑥1, 𝑦1) составляла бы угол 𝛽 с горизонтом?

2.9. Тело массы 𝑚 брошено вертикально вверх с начальной скоро-
стью 𝑣0. Сила сопротивления воздуха пропорциональна квадрату
скорости тела с коэффициентом 𝜇. Определить скорость, с которой
тело упадёт обратно на Землю.

2.10. Тело начинает падать из точки 𝐴 без начальной скорости в сре-
де, сила сопротивления которой 𝐑 = −𝑘𝑚𝐯, где 𝑘 — коэффициент
пропорциональности, 𝑚—масса тела, 𝐯—его скорость. Одновремен-
но с этим из точки𝐵, находящейся на той же вертикали ниже точки𝐴
на расстоянии 𝑠, бросают другое тело с начальной скоростью 𝑣0, на-
правленной вертикально вверх. Найти, где и когда встретятся эти
тела. При каком условии возможна встреча?

2.11. Стрелок стреляет из ружья, направленного горизонтально, в
цель, находящуюся на продолжении линии ствола на расстоянии
40 м. Насколько ниже цели попадёт пуля, вылетающая со скоростью
400 м/с? Сопротивлением воздуха пренебречь.

2.12. В поле силы тяжести из некоторой точки одновременно бро-
сают материальные точки с одинаковой по величине скоростью 𝑣0
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вдольразличныхнаправлений,лежащих в однойплоскости.Доказать,
что если сопротивление воздуха отсутствует, то в каждый момент
времени все эти точки располагаются на одной окружности.

2.13. Точку массы 𝑚 бросили с начальной скоростью 𝑣0 под углом 𝛼0
к горизонту. Сила сопротивления среды 𝐑 = −𝑘𝑚𝑔𝐯, где 𝑘 — по-
стоянный коэффициент, а 𝐯—вектор скорости точки. Найти закон
движения точки. Показать, что её траектория имеет вертикальную
асимптоту. Найти предельную скорость точки.

2.14. С какой минимальной скоростью следует бросить камень с по-
верхности Земли так, чтобы он перелетел через забор высоты ℎ, на-
ходящийся на расстоянии 𝑙 от точки бросания?

2.15. Камень, застрявший между покрышками заднего колеса грузо-
вого автомобиля, движущегося с постоянной скоростью 𝑣 по горизон-
тальному участку шоссе, может вылететь в любой момент времени.
Какую дистанцию должен выдерживать водитель едущего за грузо-
виком автомобиля, чтобы избежать удара летящего камня? Сколько
времени после проезда грузовика должен подождать пешеход, чтобы
при переходе шоссе вылетевший камень не попал в него? Сопротив-
лением воздуха пренебречь.

2.16. Упругая нить, описываемая зако-
ном Гука с коэффициентом упругости 𝑘,
закреплена в точке 𝐴 и проходит через
неподвижное гладкое кольцо 𝑂; к её сво-
бодномуконцуприкреплёншарик𝑀мас-
сы 𝑚. Длина нерастянутой нити 𝑙 = 𝐴𝑂.
Вытянув нить вдоль прямой 𝐴𝐵 так, что
длина её увеличилась вдвое,шарику сооб-
щили скорость 𝑣0 перпендикулярно пря-
мой𝐴𝐵. Определить траекториюшарика,
пренебрегая действием силы тяжести.

2.17. В вершине𝐶 равнобедренного пря-
моугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 с гипо-
тенузой 𝐴𝐶 = 2𝑎, находится точка 𝑀
массы 𝑚, имеющая нулевую начальную
скорость. Каждая из трёх вершин тре-
угольника притягивает точку 𝑀 с си-
лой 𝐅 = −𝑘2𝑚𝐫, где 𝐫 есть вектор, соеди-
няющий соответствующую вершину тре-
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угольника с точкой 𝑀. Найти траекторию точки 𝑀 и её скорость.

2.18. Частица массы 𝑚, несущая отрицательный электрический за-
ряд 𝑒, попадает в однородное электрическое поле напряжённости 𝐄
со скоростью 𝐯0, перпендикулярной направлению напряжённости по-
ля. Определить траекторию дальнейшего движения частицы. Учесть,
что на заряженную частицу в электрическом поле действует сила
𝐅 = −𝑒𝐄, направленная в сторону, противоположную направлению
вектора напряжённости поля 𝐄. Действием силы тяжести пренебречь.

2.19. Частица массы 𝑚, несущая отрицательный электрический за-
ряд 𝑒, попадает в однородное магнитное поле напряжённости 𝐇
со скоростью 𝐯0, перпендикулярной направлению напряжённости по-
ля. Определить траекторию дальнейшего движения частицы. Учесть,
что на заряженную частицу в магнитном поле действует сила 𝐅 =
−𝑒(𝐯 × 𝐇). Действием силы тяжести пренебречь.

Указание. Удобно записывать уравнения движения точки в проекциях на ка-

сательную и на главную нормаль к траектории.

2.20. В однородное электрическое поле переменной напряжённости
𝐄 = 𝐀 cos 𝜔𝑡, где 𝐀 и 𝑘—постоянные, попала частица массы 𝑚, несу-
щая отрицательный электрический заряд 𝑒, со скоростью 𝐯0, перпен-
дикулярной направлению напряжённости поля. Определить траекто-
рию частицы, учитывая, что в электрическом поле на неё действует
сила 𝐅 = −𝑒𝐄. Действием силы тяжести пренебречь.

2.21. Свободная материальная точка𝑀массы𝑚 притягивается неко-
торойнеподвижнойточкой𝐴.В результатеточка𝑀 описываетокруж-
ностьрадиуса 𝑎,проходящуючерезточку𝐴.Выразить величины силы
притяжения и скорость точки как функции расстояния 𝑟 от движу-
щейся точки до точки 𝐴.

2.22. Свободная материальная точка движется под действием цен-
тральной силы, являющейся функцией расстояния 𝑟 от этой точки
до центра силы. Величина скорости точки изменяется обратно про-
порционально этому расстоянию,т. е. 𝑣 = 𝑎

𝑟 .Найтитраекториюточки,

если её секторная скорость равна 𝑐
2 .

2.23. Частица массы 𝑚 движется под действием силы отталкивания
от неподвижного центра 𝑂, изменяющейся по закону 𝐅 = 𝑘2𝑚𝐫,
где 𝐫—радиус-вектор точки. В начальный момент частица находи-
лась в точке𝑀0(𝑎, 0) и имела скорость 𝐯0, направленную параллельно
оси 𝑂𝑦. Определить траекторию частицы.
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2.24. Свободная материальная точка массы 𝑚 описывает эллипс,
большая полуось которого равна 𝑎, под действием силы ньютоновско-
го притяжения 𝐹 = 𝜇𝑚

𝑟2 , направленной к фокусу эллипса и зависящей

от расстояния 𝑟 от точки до фокуса. Доказать, что её скорость 𝑣 изме-
няется по закону

𝑣2 = 𝜇(
2
𝑟 − 1

𝑎).

2.25. Материальная точка 𝑃 притягивается к неподвижной точке 𝑂
массы 𝑀 по закону всемирного тяготения. Под каким углом к пря-
мой 𝑂𝑃 и с какой начальной скоростью нужно выпустить точку 𝑃,
чтобы она описывала эллиптическую траекторию с параметрами

𝑟𝜋 = 𝑟0
2 и 𝑟𝛼 = 3𝑟0

2 , где 𝜋—перицентр, 𝛼—апоцентр, 𝑟0 —начальное
расстояние между точками?

2.26. Два астероида 𝑀1 и 𝑀2 движутся
по одному и тому же эллипсу, в фоку-
се 𝑆 которого находится Солнце. Рассто-
яние между астероидами настолько ма-
ло, что дугу 𝑀1𝑀2 эллипса можно счи-
тать отрезком прямой. Когда середина
дуги 𝑀1𝑀2 находилась в перигелии 𝑃, её длина равнялась 𝑎. Извест-
но, что 𝑆𝑃 = 𝑅1 и 𝑆𝐴 = 𝑅2. Определить длину дуги 𝑀1𝑀2, когда её
середина будет проходить через афелий 𝐴.

2.27. Шарик массы 𝑚, привязанный к нерастяжимой нити, скользит
по гладкой горизонтальной плоскости. Другой конец нити втягивают
с постоянной скоростью 𝑎 в отверстие, сделанное в плоскости. Из-
вестно, что в начальный момент нить была прямолинейна, шарик
находился на расстоянии 𝑅 от отверстия, а проекция начальной ско-
рости шарика на перпендикуляр к направлению нити была равна 𝑣0.
Найти закон движения шарика и натяжение нити.

2.28. К шарику массы 𝑚 привязана резинка, имеющая в нерастяну-
том состоянии длину 𝑙. Шарик нанизывают на прямолинейную про-
волоку, образующую с горизонтом угол 𝛼 > 𝜑, где 𝜑 — угол трения
шарика о проволоку. Свободный конец резинки прикрепляют к этой
же проволоке на расстоянии 𝑙 кверху от шарика и затем шарик отпус-
кают.Найти закон движенияшарика до его первой остановки.Учесть,
что сила натяжения резинки пропорциональна её относительному
удлинению с коэффициентом пропорциональности 𝑐.
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2.29. Кольцо массы 𝑀, надетое на неподвижную гладкую проволоч-
ную окружность радиуса 𝑟, плоскость которой вертикальна, может
свободно перемещаться по этой окружности. В начальный момент
кольцу сообщают скорость 𝑣0. Найти скорость кольца в зависимости
от его положения на окружности, задаваемого углом 𝜑 между радиу-
сом, проходящем через кольцо, и вертикалью; 𝜑 = 0, когда кольцо
находится в нижней точке окружности. Найти также реакцию связи.

2.30. Гладкий жёлоб, имеющий форму окружности радиуса 𝑟, уста-
новлен в вертикальной плоскости. В начальный момент в низшую
точку жёлоба кладут шарик и сообщают ему горизонтальную ско-
рость 𝑣0. Какова должна быть скорость 𝑣0, чтобы: 1) шарик пришёл
в круговое движение; 2) шарик выскочил из жёлоба; 3) шарик совер-
шал колебательное движение, не отрываясь от жёлоба?

2.31. Материальная точка спускается под действием силы тяжести
по гладкой кривой, расположенной в вертикальной плоскости. Из-
вестно, что точка удаляется от горизонтали, проходящей через её
начальное положение, с постоянной скоростью 𝑐. Найти эту кривую.

2.32. Материальная точка движется
без трения под действием силы тяжести
по нижней ветви астроиды, уравнение
которой имеет вид

𝑥
2
3 + 𝑦

2
3 = (2𝑟)

2
3 .

За какое время, выйдя с ничтожно малой
скоростью из вершины (2𝑟, 0), точка до-
стигнет вершины (0, −2𝑟)?
2.33. Шарик массы 𝑚 под действием силы тяжести скользит без тре-
ния по дуге эллипса, заданного уравнением

(
𝑥
𝑎 )

2
+ (

𝑦
𝑏)

2
= 1.

Определить давление шарика на эллипс в точке (0, −𝑏), если шарик
начинает движение без начальной скорости из точки (𝑎, 0). Ось 𝑦
направлена вертикально вверх.
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2.34. Двененапряжённыепружины𝐴𝐶
и 𝐵𝐶 жёсткостей 20 Н/м и 40 Н/м со-
ответственно, расположенные по гори-
зонтальной прямой 𝐴𝑥, прикреплены
шарнирами к неподвижным точкам 𝐴
и 𝐵, а в точке 𝐶—к гире массы 2 кг. На-
чальное расстояние 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 = 10 см.
Гире 𝐶 сообщена скорость 𝑣0 = 2 м/с в вертикальной плоскости в та-
ком направлении, что при последующем движении она проходит
через точку 𝐷(8, 2) в системе координат с началом в точке 𝐴 и ося-
ми, показанными на рисунке. Определить скорость гири в момент
прохождения точки 𝐷.

2.35. Путь, по которому движутся сан-
ки под действием силы тяжести, со-
скальзывая без трения из точки 𝐴, обра-
зуют разомкнутую петлю, представляю-
щую собой окружность радиуса 𝑟, из ко-
торой вырезана дуга 𝐶𝐷 как показано
на рисунке, ∠𝐵𝑂𝐶 = ∠𝐵𝑂𝐷 = 𝛼. С ка-
кой высотыдолжныначинатьдвижение
санки, чтобы они прошли всю петлю, перелетев из точки𝐷 в точку𝐶?
При каком значении 𝛼 эта высота будет наименьшей?

2.36. Гладкое кольцо 𝑀 массы 𝑚 сколь-
зит без трения под действием силы тяже-
сти по дуге окружности радиуса 𝑅, рас-
положенной в вертикальной плоскости.
К кольцу привязана упругая нить 𝑀𝑂𝐴,
проходящая через гладкое неподвижное
кольцо 𝑂 и закреплённая в точке 𝐴. Ко-
эффициент упругости нити равен 𝑐 и её

натяжение равно нулю, когда кольцо 𝑀 находится в точке 𝑂. Опреде-
лить давление, производимое кольцом на окружность при движении
из точки 𝐵, задаваемой углом 𝜑0, с нулевой начальной скоростью.
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2.37. Точка 𝑀 массы 𝑚 движется под дей-
ствием силы тяжести по внутренней по-
верхности гладкого кругового цилиндра
радиуса 𝑟, ось которого вертикальна. На-
чальная скорость точки равнялась 𝑣0 и
составляла угол 𝛼 с горизонтом. Опреде-
лить давление точки на цилиндр.

2.38. Камень 𝑀, лежащий на вершине 𝐴
гладкого полусферического купола ради-
уса 𝑅, получив начальную горизонталь-
ную скорость 𝑣0, движется под действи-
ем силы тяжести. В каком месте камень
покинет купол? При каких значениях 𝑣0
камень сойдёт с купола в начальный момент?

2.39. Точка𝑀массы𝑚 движется под дей-
ствием силытяжести,параллельнойоси 𝑧,
по гладкой поверхности полусфериче-
ского купола радиуса 𝑅. В начальный
момент точка находилась на высоте ℎ0
от основания купола и имела скорость 𝑣0.
Определить давление точки на купол, ко-
гда она будет на высоте ℎ от основания

купола.

2.40. На точку 𝑀 массы 𝑚 = 1 кг, движу-
щуюся по гладкой поверхности кругово-
го конуса с углом раствора 2𝛼 = 𝜋

2 , дей-

ствует сила отталкивания от вершины 𝑂,
пропорциональная расстоянию 𝑂𝑀, 𝐹 =
𝑐 ⋅ 𝑂𝑀, где 𝑐 = 1 Н/м. В начальный мо-
мент времени точка 𝑀 находилась в точ-
ке 𝐴, расположенной на расстоянии 2 м
от вершины 𝑂. Начальная скорость точ-
ки 𝑀 была равна 𝑣0 = 2 м/с и направлена параллельно основанию
конуса. Найти закон движения точки 𝑀. Считать, что сила тяжести
отсутствует.

Указание. Положение точки 𝑀 задать цилиндрическими координатами 𝑧, 𝑟
и 𝜑.
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2.41. В условиях задачи 2.40, считая ось конуса направленной по вер-
тикали вверх и учитывая силу тяжести, определить давление точки
на поверхность конуса. Угол раствора конуса 2𝛼.
2.42. В гладкой горизонтальной прямолинейной трубке, вращаю-
щейся с постоянной угловой скоростью 𝜔 вокруг вертикальной оси,
проходящей через конецтрубки𝑂, находитсяшарик𝑀массы𝑚. В на-
чальный момент расстояние 𝑂𝑀 было равно 𝑎, а скорость шарика
относительно трубки равнялась нулю. Найти закон относительного
движения шарика вдоль трубки и горизонтальную составляющую
реакции трубки.

2.43. Гладкая трубка, осевая линия которой имеет форму некото-
рой плоской кривой, расположенной в горизонтальной плоскости,
вращается с постоянной угловой скоростью 𝜔 вокруг неподвижной
вертикальной оси, проходящей через точку 𝑂 плоскости. В трубке
находится шарик 𝑀. В начальный момент расстояние 𝑂𝑀 было
равно 𝑟0, а скорость шарика относительно трубки была равна нулю.
Показать, что относительная скорость шарика выражается форму-

лой 𝑣 = 𝜔√𝑟2 − 𝑟2
0, где 𝑟 = 𝑂𝑀.

2.44. Горизонтальная трубка 𝐶𝐷 дли-
ны𝐿 равномерно вращается вокруг непо-
движной вертикальной оси 𝐴𝐵 с угло-
вой скоростью 𝜔. Внутри трубки находит-
ся точка 𝑀. В начальный момент време-
ни точка находилась на расстоянии 𝑥0
от оси 𝐴𝐵 и её скорость относительно
трубки равнялась нулю.Определить отно-
сительную скорость точки в момент вы-

лета. Трением пренебречь.

2.45. В задаче 2.44 определить время движения точки в трубке.

2.46. В задаче 2.44 составить дифференциальное уравнение движе-
ния точки в трубке с учётом трения скольжения между точкой и труб-
кой с коэффициентом 𝑓.
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2.47. Прямолинейная горизонтальная
трубка 𝐴𝐵 длины 𝑙 вращается с по-
стоянной угловой скоростью 𝜔 вокруг
неподвижной вертикальной оси, прохо-
дящей через точку 𝑂, причём 𝑂𝐴 = 𝑅1
и 𝑂𝐵 = 𝑅2. Внутри трубки может дви-
гаться без трения шарик 𝑀 массы 𝑚.
Найти относительное движение шарика,
если известно, что в начальный момент
времени он находился в точке 𝐴 и его
относительная скорость была равна 𝑣0.
Определить горизонтальную составляющую реакции трубки. Найти
момент времени, когда шарик вылетит из трубки. Определить
относительную скорость шарика в момент вылета из трубки.

2.48. Согнутая в виде окружности радиуса 𝑟 трубка находится в го-
ризонтальной плоскости и вращается с постоянной угловой скоро-
стью 𝜔 вокруг неподвижной вертикальной оси, проходящей через
точку 𝐴 окружности против часовой стрелки. Внутри трубки может
перемещаться без трения шарик 𝑀 массы 𝑚. В начальный момент
времени шарик находился в некоторой точке 𝐵 окружности и его от-
носительная скорость равнялась 𝑣0. Найти относительную скорость
шарика и горизонтальную составляющую реакции трубки как функ-
ции угла 𝜑 = 𝐴𝑂𝑀 (𝑂 — центр окружности). Определить период
малых колебаний шарика около его положения относительного рав-
новесия.

2.49. Учитывая суточное вращение Земли, определить закон отно-
сительного движения материальной точки, движущейся без трения
с начальной относительной скоростью 𝑣0 в горизонтальной плоско-
сти на широте 𝜑.
2.50. Плоскость 𝑂𝑥𝑧 вращается вокруг неподвижной вертикальной
оси 𝑂𝑧 с постоянной угловой скоростью 𝜔. Материальная точка мас-
сы 𝑚 движется без трения в этой плоскости под действием силы тяже-
сти. В начальный момент времени точка имела координаты (𝑥0, 𝑧0), а
её относительная скорость равнялась нулю. Найти закон относитель-
ного движения точки. Определить реакцию вращающейся плоскости.

2.51. Материальная точка движется в плоскости 𝑂𝑥𝑦, которая враща-
ется вокруг неподвижной вертикальной оси𝑂𝑧 с постоянной угловой
скоростью 𝜔. Доказать, что в относительном движении точки имеют
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место следующие равенства:

𝑥̇2 + ̇𝑦2 − 𝜔2(𝑥2 + 𝑦2) = const,
𝑦𝑥̇ − 𝑥 ̇𝑦 − 𝜔(𝑥2 + 𝑦2) = const .

2.52. Материальнаяточка𝑀массы𝑚движется безтренияпо гладкой
горизонтальной плоскости, которая вращается с постоянной угловой
скоростью 𝜔 вокруг неподвижной вертикальной оси, проходящей
через точку 𝑂 плоскости. Точка 𝑀 притягивается к точке 𝑂 силой,
величина которой равна 𝐹 = 𝑚𝜔2𝑟, где 𝑟 = 𝑂𝑀. Найти закон относи-
тельного движения точки 𝑀 для произвольных начальных условий.

2.53. Гладкая горизонтальная трубка вра-
щается с постоянной угловой скоро-
стью 𝜔 вокруг неподвижной вертикаль-
ной оси, проходящей через её конец.
В трубке находится шарик массы 𝑚, при-
креплённый к концу трубки пружиной
жёсткости 𝑐, длина которой в свободном
состоянии равна 𝑎. В начальный момент
времени шарик находится на расстоя-
нии 𝑎 от оси вращения и его относительная скорость равна нулю.
Найти закон относительного движения шарика.

2.54. В вагоне, движущемся равноускоренно по прямолинейному
горизонтальному пути, маятник совершает малые гармонические
колебания, причём его среднее положение отклонено от вертикали
на угол 𝛼. Найти: 1) ускорение вагона; 2) период малых колебаний
маятника.

2.55. Трубка 𝐴𝐵 вращается с постоянной
угловой скоростью 𝜔 вокруг вертикаль-
ной оси𝐶𝐷, составляя с ней неизменный
угол 𝜋

4 . В трубке без трения движется точ-

ка 𝑀, которая в начальный момент вре-
мени находилась на расстоянии 𝑎 от точ-
ки𝑂иимела нулевуюотносительную ско-
рость. Найти закон движения точки отно-
сительно трубки.
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2.56. Материальная точка массы 𝑚 дви-
жется по окружности радиуса𝑅, которая
вращается с постоянной угловой скоро-
стью 𝜔 вокруг неподвижного вертикаль-
ного диаметра 𝐴𝐵. Составить уравнение
движения точки, найти его первый ин-
теграл.

2.57. Определить, как меняется ускорение силы тяжести в зависимо-
сти от широты места 𝜑 вследствие вращения Земли вокруг своей оси.
Радиус Земли считать равным 𝑅 = 6370 км. Угловая скорость Земли

равна 𝜔 = 2𝜋
24⋅602 с

−1.

2.58. Маятник, расположенный на 𝜃 северной широты, получает не-
большую начальную скорость в вертикальной плоскости север—юг.
Считая отклонения маятника от положения равновесия малыми по
сравнению с длиной нити и учитывая суточное вращение Земли,
найти моменты времени, в которые плоскость качания маятника
совпадает с плоскостью запад— восток.

2.59. Точка массы 𝑚 движется прямолинейно под действием двух
сил: силы притяжения, пропорциональной расстоянию 𝑥 до данной
точки, 𝐹 = −𝑐1𝑚𝑥, и силы отталкивания, пропорциональной кубу
расстояния 𝑥, 𝑄𝑥 = 𝑐2𝑚𝑥3. Нарисовать фазовый портрет.

2.60. Нарисовать фазовый портрет ме-
ханической системы, зная показанную
на рисунке зависимость потенциальной
энергии от координаты 𝑥.

2.61. Нарисовать фазовый портрет математического маятника.

2.62. Нарисовать фазовые портреты уравнения 𝑥̈ = − sin 𝑥 + 𝑀, где
𝑀—постоянное число.
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2.63. Найти угол между сепаратрисами
в точке, соответствующей максимуму по-
тенциальной энергии 𝑉 (𝑥).

2.64. Пусть 𝑆(𝐸) — площадь, заключённая внутри замкнутой фа-
зовой кривой, соответствующей уровню энергии 𝐸. Доказать, что

период движения 𝑇 по этой кривой равен 𝑇 = 𝑑𝑆
𝑑𝐸 .

2.65. Потенциальная энергияточки заданафункцией𝑉 (𝑥),имеющей
минимум в точке 𝑥0. Найти период малых колебаний в окрестности
точки 𝑥0.

2.66. Найти время движения фазовой точки (𝜑, 𝜑̇) математического
маятника по сепаратрисе из положения𝜑1 в положение𝜑2.Останется
ли время конечным при 𝜑2 → 𝜋?
2.67. Доказать, что время движения вдоль фазовой траектории от
точки 𝑥1 до точки 𝑥2 (в одну сторону) равно

𝑡2 − 𝑡1 =
𝑥2

∫
𝑥1

𝑑𝑥
√2(ℎ − 𝑉 (𝑥))

.

2.68. На плоскости (𝑥, 𝑥̇) изобразить фазовые кривые, описываю-
щие 1) равноускоренное движение; 2) колебания гармонического
осциллятора; 3) колебания линейного осциллятора с сухим трени-
ем; 4) движение точки по горизонтальной прямой с вязким трением;
5) вертикальное падение точки под действием силы тяжести с вязким
трением.

2.69. Шарик движется без трения по вращающейся трубке, имеющей
форму окружности радиуса 𝑅. Трубка вращается с постоянной угло-
вой скоростью𝜔 вокруг неподвижной вертикальной оси,проходящей
через точку 𝑂 окружности. 1) Пусть окружность горизонтальна. Най-
ти уравнения малых колебаний шарика. 2) Определить период этих
малых колебаний. 3) Пусть окружность вертикальна и ось вращения
содержит её центр. Найти положения покоя шарика относительно
трубки. 4) Построить фазовый портрет при 𝜔2 < 𝑔

𝑅 и при 𝜔2 > 𝑔
𝑅 .

5) Как изменятся фазовые портреты, если ось вращения не проходит
через центр окружности?
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2.2. Геометрия масс

Моментом инерции системы материальных точек относительно дан-
ной точки, или полюса, называется сумма произведений масс точек
на квадраты расстояний от них до полюса.

Если полюс 𝑂 совпадает с началом координат, то

𝐽𝑂 =
𝑛

∑
𝜈=1

𝑚𝜈𝑟2
𝜈 =

𝑛

∑
𝜈=1

𝑚𝜈(𝑥2
𝜈 + 𝑦2

𝜈 + 𝑧2
𝜈).

Для масс, распределённых непрерывным образом, сумма в этом
выражении заменяется интегралом по области Ω, занимаемой мас-
сами,

𝐽𝑂 = ∫
Ω

𝑟2 𝑑𝑚.

Момент инерции системы материальных точек относительно про-
извольной оси 𝑂𝑢, заданной единичным вектором

𝐮 = 𝛼𝐞𝑥 + 𝛽𝐞𝑦 + 𝛾𝐞𝑧,

где 𝛼, 𝛽 и 𝛾—направляющие косинусы этой оси, выражается следую-
щей формулой:

𝐽𝐮 =
𝑛

∑
𝜈=1

𝑚𝜈Δ2
𝜈 =

𝑛

∑
𝜈=1

𝑚𝜈(𝐫𝜈 × 𝐮𝜈)2 =

= 𝐽𝑥𝑥𝛼2 + 𝐽𝑦𝑦𝛽2 + 𝐽𝑧𝑧𝛾2 − 2𝐽𝑦𝑧𝛽𝛾 − 2𝐽𝑧𝑥𝛾𝛼 − 2𝐽𝑥𝑦𝛼𝛽,

где Δ𝜈 —расстояние от 𝜈-й точки до оси 𝑂𝑢.
Величины

𝐽𝑥𝑥 =
𝑛

∑
𝜈=1

𝑚𝜈(𝑦2
𝜈 + 𝑧2

𝜈), 𝐽𝑦𝑦 =
𝑛

∑
𝜈=1

𝑚𝜈(𝑥2
𝜈 + 𝑧2

𝜈),

𝐽𝑧𝑧 =
𝑛

∑
𝜈=1

𝑚𝜈(𝑥2
𝜈 + 𝑦2

𝜈)

представляют собой моменты инерции относительно осей 𝑂𝑥, 𝑂𝑦
и 𝑂𝑧. Величины

𝐽𝑦𝑧 =
𝑛

∑
𝜈=1

𝑚𝜈𝑦𝜈𝑧𝜈, 𝐽𝑥𝑧 =
𝑛

∑
𝜈=1

𝑚𝜈𝑥𝜈𝑧𝜈, 𝐽𝑥𝑦 =
𝑛

∑
𝜈=1

𝑚𝜈𝑥𝜈𝑦𝜈
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носят название произведений инерции или центробежных моментов
инерции относительно осей 𝑦 и 𝑧, 𝑥 и 𝑧, 𝑥 и 𝑦 соответственно.

В случае непрерывно распределённыхмасс все суммы заменяются
соответствующими интегралами.

Тензор инерции 𝐉 тела в системе координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 определяется
матрицей

(

𝐽𝑥𝑥 −𝐽𝑥𝑦 −𝐽𝑥𝑧
−𝐽𝑥𝑦 𝐽𝑦𝑦 −𝐽𝑦𝑧
−𝐽𝑥𝑧 −𝐽𝑦𝑧 𝐽𝑧𝑧

)
.

Центром масс системы материальных точек называется точка 𝐶,
радиус-вектор которой определяется равенством:

𝐑𝐶 =
∑𝑛

𝜈=1 𝑚𝜈𝐫𝜈

∑𝑛
𝜈=1 𝑚𝜈

Теорема Гюйгенса —Штейнера. Момент инерции 𝐽𝑙 системы матери-
альных точек относительно некоторой оси 𝑙 равен сумме момента
инерции 𝐽𝑙𝐶

системы относительно оси 𝑙𝐶, параллельной 𝑙 и проходя-
щей через центр масс, и произведения массы 𝑀 системы на квадрат
расстояния 𝑑 между осями 𝑙 и 𝑙𝐶:

𝐽𝑙 = 𝐽𝑙𝐶
+ 𝑀𝑑2.

2.70. Показать, что в любом твёрдом теле можно найти такие пары
параллельных осей 𝑢 и 𝑣, ни одна из которых не проходит через
центр масс, что моменты инерции относительно этих осей будут
связаны равенством Штейнера 𝐽𝑣 = 𝐽𝑢 + 𝑀𝑑2, где 𝑑 — расстояние
между осями.

2.71. Найти момент инерции массы 𝑀, распределённой равномерно
по дуге окружности радиуса 𝑟 с центральным углом 𝛼, относительно
диаметра, проведённого через середину дуги.

2.72. Найти момент инерции массы 𝑀, однородно распределённой
по периметру квадрата со стороной 𝑎, относительно оси, перпенди-
кулярной плоскости квадрата и проходящей через его центр.
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2.73. Найти момент инерции однородной треугольной пластинки
массы 𝑀 со сторонами 𝑎, 𝑏 и 𝑐 относительно оси, перпендикуляр-
ной пластинке и проходящей через вершину, противоположную сто-
роне 𝑎.
2.74. Найти момент инерции однородной тонкой треугольной пла-
стинки массы 𝑀 со сторонами 𝑎, 𝑏 и 𝑐 относительно оси, перпенди-
кулярной пластинке и проходящей через её центр тяжести.

2.75. Найти момент инерции однородной тонкой пластинки мас-
сы 𝑀, имеющей форму кругового кольца с радиусами 𝑎 и 𝑏, отно-
сительно оси, перпендикулярной плоскости кольца и проходящей
через его центр.

2.76. Найти момент инерции полого шара радиуса 𝑅 и массы 𝑀,
имеющего сферическую концентрическую полость радиуса 𝑟, отно-
сительно диаметра.

2.77. Вычислить главные центральные моменты инерции однород-
ного тора массы 𝑀, получаемого вращением окружности радиуса 𝑟
вокруг оси, лежащей в плоскости окружности и удалённой от её цен-
тра на расстояние 𝑅, причём 𝑅 > 𝑟.
2.78. Доказать, что для однородной пластинки, имеющей форму эл-
липса с полуосями 𝑎 и 𝑏, моменты инерции равны: 1) относительно

одного из диаметров эллипса 𝐽 = 1
4 𝑀 𝑎2𝑏2

𝑟2 , где 2𝑟—длина этого диа-

метра; 2) относительно касательной к эллипсу 𝐽 = 5
4 𝑀𝜌2, где 𝜌 —

длина перпендикуляра, опущенного на касательную из центра эл-
липса.

2.79. Пусть 𝐽1, 𝐽2, 𝐽3 —главные центральные моменты инерции тела
массы 𝑚. Найти тензор инерции тела для точки 𝑂(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) в осях
𝑂𝜉1𝜉2𝜉3, параллельных главным центральным осям.

2.80. Доказать, что для любого однородного плоского тела в системе
𝑂𝑥𝑦𝑧, оси 𝑂𝑥 и 𝑂𝑦 которой лежат в плоскости тела, центральный
тензор инерции имеет вид

(

𝐽𝑥𝑥 −𝐽𝑥𝑦 0
−𝐽𝑥𝑦 𝐽𝑦𝑦 0

0 0 𝐽𝑥𝑥 + 𝐽𝑦𝑦
)

.

Как изменится соотношение между диагональными элементами это-
го тензора, если учитывать толщину тела?
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2.81. Найти компоненты центрального тензора инерции в главных
центральных осях для следующих однородных тел массы 𝑀: 1) ку-
ба с ребром 2𝑎; 2) прямоугольного параллелепипеда с рёбрами 2𝑎,
2𝑏 и 2𝑐; 3) тонкой прямоугольной пластинки со сторонами 2𝑎 и 2𝑏;
4) тонкого диска радиуса 𝑅; 5) прямого кругового цилиндра ради-
уса 𝑅 и высоты 𝐻; 6) полого цилиндра с внешним радиусом 𝑅2 и
внутренним 𝑅1; 7) шара радиуса 𝑅; 8) кругового конуса с высотой ℎ
и радиусом основания 𝑅.

2.82. Однородный круглый диск мас-
сы 𝑀 и радиуса 𝑟 насажен на ось 𝑧, про-
ходящую через его центр масс 𝐶. Ось 𝑧
образует угол 𝛼 с нормалью к плоскости
диска. Найти центробежные моменты
инерции диска 𝐽𝑥𝑧, 𝐽𝑦𝑧, 𝐽𝑥𝑦 (оси коорди-
нат показаны на рисунке).

2.83. Однородный круглый диск мас-
сы 𝑀 и радиуса 𝑟 насажен на ось 𝑧, про-
ходящую через некоторую точку 𝑂 диска,
находящуюся на расстоянии 𝑎 от центра
масс 𝐶 диска. Ось 𝑧 образует угол 𝛼 с нор-
малью к плоскости диска. Найти центро-
бежные моменты инерции диска 𝐽𝑥𝑧, 𝐽𝑦𝑧,
𝐽𝑥𝑦 (оси координат показаны на рисунке).

2.84. Однородная прямоугольная пла-
стинка массы 𝑀 со сторонами 𝑎 и 𝑏 при-
креплена к оси 𝑧, проходящей через одну
из её диагоналей. Найти центробежный
момент инерции 𝐽𝑦𝑧 пластинки. Ось 𝑦 ле-
жит в плоскости пластинки и перпенди-
кулярна оси 𝑧.

2.3. Динамика системы материальных точек

Рассмотрим систему 𝑁 материальных точек, на которые наложены
двусторонние (удерживающие) связи, задаваемые независимыми
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уравнениями

𝑓𝛼(𝑡, 𝐫1, … , 𝐫𝑁) = 0, 𝛼 = 1, … , 𝑙, 𝑙 < 3𝑁.

Эти уравнения в 3𝑁-мерномпространстве в каждыймоментвремени
задаютповерхность размерности 3𝑁 −𝑙. Число 𝑛 = 3𝑁 −𝑙 называется
числом степеней свободы системы.

Основные теоремы динамики системы материальных точек

Дадим определения основных динамических величин,используемых
при описании движения механических систем.

Количеством движения (импульсом) системы материальных точек
называется вектор

𝐐 =
𝑁

∑
𝜈=1

𝑚𝜈𝐯𝜈,

где 𝑚𝜈 —масса точки с номером 𝜈, 𝐯𝜈 —её скорость, а 𝑁—количество
точек системы.

Кинетическим моментом системы материальных точек относи-
тельно неподвижной точки 𝑂 (или главным моментом количеств
движения— импульсов) называется вектор

𝐊𝑂 =
𝑁

∑
𝜈=1

𝐫𝜈 × 𝑚𝜈𝐯𝜈,

где 𝐫𝜈 —радиус-вектор точки с номером 𝜈 относительно центра 𝑂.
Проекция вектора 𝐊𝑂 на ось, проходящую через центр 𝑂, называ-

ется главным моментом количеств движения системы (кинетическим
моментом) относительно этой оси.

Кинетической энергией системы материальных точек называется
скалярная величина

𝑇 = 1
2

𝑁

∑
𝜈=1

𝑚𝜈𝐯2
𝜈.

Введём систему отсчёта с началом в центре масс 𝐶 системы, дви-
жущуюся поступательно. Такую систему называют осями Кёнига. Век-
тор кинетического момента относительно центра 𝑂 и кинетическая
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энергия в абсолютном движении выражаются формулами Кёнига

𝐊𝑂 = ⃖⃖⃖⃖⃗𝑂𝐶 × 𝑀𝐯𝐶 + 𝐊𝐶, где 𝐊𝐶 =
𝑁

∑
𝜈=1

(𝛒𝜈 × 𝑚𝜈𝛒̇𝜈),

𝑇 =
𝑀𝐯2

𝐶
2 + 𝑇𝐶, где 𝑇𝐶 = 1

2

𝑁

∑
𝜈=1

𝑚𝜈𝛒̇2
𝜈,

где 𝛒𝜈 — радиус-вектор 𝜈-ой точки относительно центра масс 𝐶, а
𝑀 = ∑𝑁

𝜈=1 𝑚𝜈 —масса системы.
В случае плоскопараллельного движения твёрдого тела можно

записать

𝐾𝐶𝑧 = 𝐼𝐶𝜔 и 𝑇𝐶 =
𝐼𝐶𝜔2

2 ,

где 𝐼𝐶 —момент инерции тела относительно оси 𝐶𝑧, перпендикуляр-
ной к плоскости движения, 𝛚—его мгновенная угловая скорость.

Теорема об изменении количества движения системы. Производнаяпо
времени от количества движения системы равна сумме главного век-
тора 𝐅e = ∑𝑁

𝜈=1 𝐅e
𝜈 заданных внешних сил, действующих на точки

системы, и главного вектора 𝐑e = ∑𝑁
𝜈=1 𝐑e

𝜈 реакций внешних связей,
т. е.

𝐐̇ = 𝐅e + 𝐑e. (2.8)

Поскольку 𝐐 = 𝑀𝐯𝐶, то из соотношения (2.8) можно получить
теорему о движении центра масс системы материальных точек

𝑀 ̇𝐯𝐶 = 𝐅e + 𝐑e.

Иными словами, центр масс системы движется так же, как двигалась
бы материальная точка, масса которой равна массе всей системы,
под действием внешних сил.

Если выполняется равенство 𝐅e + 𝐑e = 𝟎, то вектор количества
движения системы не изменяется:

𝐐 = 𝑀𝐯𝐶 = 𝐂,

где𝐂—постоянный вектор. Этот первый интеграл называют законом
сохранения количества движения системы. В этом случае центр масс
системы движется равномерно и прямолинейно.
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Если сумма 𝐅e + 𝐑e ≠ 𝟎, но равна нулю сумма проекций всех
внешних сил на некоторую неподвижную ось 𝑂𝑥, то получим

𝑄𝑥 = const, 𝑥̇𝐶 = const,

т. е. проекция на ось 𝑂𝑥 центра масс системы точек будет двигаться
равномерно.

Теорема об изменении кинетического момента. Производная по вре-
мени от кинетического момента системы материальных точек отно-
сительно неподвижного центра𝑂 равна сумме главного момента𝐌e

𝑂
всех действующих на систему заданных внешних сил и главного мо-
мента 𝐋e

𝑂 реакций внешних связей, т. е.

𝐊̇𝑂 = 𝐌e
𝑂 + 𝐋e

𝑂.

Если сумма этих моментов равна нулю, 𝐌e
𝑂 + 𝐋e

𝑂 = 𝟎, то имеет место
первый интеграл

𝐊𝑂 = 𝐂,

где𝐂—постоянный вектор. Этот первый интеграл называют законом
сохранения вектора кинетического момента.

Если существует неподвижная ось 𝑂𝑧 такая, что относительно неё
сумма моментов всех внешних сил и реакций внешних связей равна
нулю, то имеет место первый интеграл

𝐾𝑂𝑧 = const,

т. е. сохраняется кинетический момент относительно оси 𝑂𝑧.

Теорема об изменении кинетической энергии системы материальных то-

чек. Дифференциалкинетической энергии системыматериальных
точек равен сумме элементарных работ всех заданных сил и реак-
ций связей на действительных перемещениях точек, в которых они
приложены,

𝑑𝑇 =
𝑁

∑
𝜈=1

(𝐅𝜈 + 𝐑𝜈) 𝑑𝐫𝜈.

Если выполнены следующие условия:
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1. сумма элементарных работ реакций связей на действительных
перемещениях равна нулю:

𝑁

∑
𝜈=1

𝐑𝜈 𝑑𝐫𝜈 = 0;

2. существует функция 𝑉 такая, что

𝑁

∑
𝜈=1

𝐅𝜈 𝑑𝐫𝜈 = −𝑉 ,

то имеет место первый интеграл 𝑇 + 𝑉 = ℎ, где ℎ—постоянная. Этот
первый интеграл называют законом сохранения полной механической
энергии.

Если удаётся получить систему уравнений, не содержащих реак-
ций связей, определение движения системы сводится к интегриро-
ванию системы 𝑛 дифференциальных уравнений второго порядка,
где 𝑛—число степеней свободы системы.

Возможными (виртуальными) перемещениями точек системы на-
зываются перемещения, задаваемые любым набором векторов

𝛿𝐫𝜈 = (𝛿𝑥𝜈, 𝛿𝑦𝜈, 𝛿𝑧𝜈), 𝜈 = 1, … , 𝑁,

удовлетворяющих условиям

𝑁

∑
𝜈=1

(
𝜕𝑓𝛼(𝑡, 𝐫1, … , 𝐫𝑁)

𝜕𝑥𝜈
𝛿𝑥𝜈 +

𝜕𝑓𝛼(𝑡, 𝐫1, … , 𝐫𝑁)
𝜕𝑦𝜈

𝛿𝑦𝜈 +

+
𝜕𝑓𝛼(𝑡, 𝐫1, … , 𝐫𝑁)

𝜕𝑧𝜈
𝛿𝑧𝜈) = 0, 𝛼 = 1, … , 𝑙.

Связи называются идеальными, если на любых возможных пере-
мещениях системы выполняется условие

𝑁

∑
𝜈=1

𝐑𝜈 𝛿𝐫𝜈 = 0,

т. е. сумма работ реакций связей на любых возможных перемещениях
системы равна нулю.
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Реакции связей — это прилагаемые к точкам рассматриваемой
системы дополнительные силы, которые при мысленном удалении
связей обеспечивают такие же движения системы, как и при наличии
связей.

Уравнения движения точек системы после введения реакций свя-
зей записывают в форме

𝑚 ̈𝐫𝜈 = 𝐅𝜈 + 𝐑𝜈, 𝜈 = 1, … , 𝑛, (2.9)

где 𝐅𝜈 и 𝐑𝜈 — равнодействующие заданных сил и реакций связей,
действующих на 𝜈-ю точку, соответственно. В этом состоит принцип
освобождаемости от связей.

Из условия идеальности связей и уравнения (2.9) следует общее
уравнение динамики, которое часто называют также принципом Да-
ламбера— Лагранжа:

𝑁

∑
𝜈=1

(𝑚𝜈 ̈𝐫𝜈 − 𝐅𝜈) 𝛿𝐫𝜈 = 0. (2.10)

Этот принцип позволяет записывать разные формы уравнений дви-
жения, не содержащих реакции связей.

1) Если среди возможных перемещений системы в любой мо-
мент времени есть поступательное перемещение всей системы как
твёрдого тела параллельно некоторому неподвижному направлению,
например, оси 𝑂𝑥, то производная по времени от проекции количе-
ства движения системы на это направление равна сумме проекций
внешних заданных сил на это направление, т. е.

𝑄̇𝑥 = 𝐹 e
𝑥 .

2) Если среди возможных перемещений системы в любой момент
времени есть вращение всей системы как твёрдого тела вокруг неко-
торой неподвижной оси, например 𝑂𝑧, то производная по времени
от кинетического момента относительно этой оси равна сумме мо-
ментов внешних заданных сил, т. е.

̇𝐾𝑧 = 𝑀e
𝑧 .

3) Если действительные перемещения системы находятся среди
возможных перемещений, то имеет место теорема об изменении
кинетической энергии системы

𝑑𝑇 =
𝑁

∑
𝜈=1

𝐅𝜈 𝑑𝐫𝜈.
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Изложенные теоремы справедливы в инерциальной системе от-
счёта. В неинерциальной системе отсчёта эти теоремы также могут
бытьприменены,если к заданным силами реакциям связейдобавить
силы инерции—переносные и кориолисовы.

Особым преимуществом обладают оси Кёнига, поскольку в них
теоремы об изменении кинетического момента и кинетической энер-
гии сохраняют такой же вид, как в инерциальной системе отсчёта, а
именно,

𝐊̇𝐶 = 𝐌e
𝐶 + 𝐋e

𝐶,

𝑑𝑇𝐶 =
𝑁

∑
𝜈=1

(𝐅𝜈 + 𝐑𝜈) 𝑑𝛒𝜈,

где 𝑑𝛒𝜈 — относительное действительное перемещение 𝜈-й точки
системы в осях Кёнига.

2.85. Найти абсолютную траекторию ша-
рика 𝐴 массы 𝑚, скатывающегося по по-
верхности абсолютно гладкого однород-
ного цилиндра массы 𝑀 радиуса 𝑅, ле-
жащего на абсолютно гладкой горизон-
тальной плоскости. Движение начинает-
ся из состояния покоя.

2.86. Электрический мотор с корпусом
массы 𝑀1 установлен без креплений
на гладком горизонтальном фундамен-
те; на валу мотора под прямым углом
закреплён одним концом однородный
стержень длины 2𝑙 и массы 𝑀2, на дру-
гой конец стержня насажен точечный
груз массы 𝑀3; угловая скорость вала
равна 𝜔. Определить: 1) горизонталь-
ное движение корпуса мотора при усло-
вии, что в начальный момент корпус

покоился; 2) при каких значениях угловой скорости𝜔 вала электромо-
тор, не закреплённый на фундаменте, будет подпрыгивать над ним;
3) наибольшее значение горизонтальной составляющей реакции, ес-
ли корпус электромотора закрепить на фундаменте.
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2.87. На абсолютно гладкой горизонтальной плоскости лежит обруч
радиуса 𝑎 и массы 𝑀, вдоль которого в некоторый момент начинает
ползти жук массы 𝑚. Найти траектории центра обруча и жука.

2.88. Горизонтальная однородная труб-
ка 𝑂𝐴 массы 𝑀 и длины 2𝑙 вращает-
ся по инерции с угловой скоростью 𝜔0
вокруг неподвижной вертикальной оси,

проходящей через конец 𝑂. В трубке в середине отрезка 𝑂𝐴 закреп-
лён шарик массы 𝑚. В некоторый момент шарик освободили. Найти
угловую скорость трубки после того, как шарик выскочит из неё.

2.89. Определить, с какой угловой ско-
ростью упадёт на землю спиленное де-
рево массы 𝑀, если его центр масс 𝐶
расположен на расстоянии ℎ от основа-
ния, а момент сил сопротивления возду-
ха равен 𝑚с = −𝑘𝜑̇2, где 𝑘 = const. Мо-
мент инерции дерева относительно оси 𝑧,
вокруг которой поворачивается дерево
при падении, равен 𝐽.

2.90. Две свободные материальные точки с массами 𝑚1 и 𝑚2 притя-
гиваются друг к другу силой, пропорциональной их массам и обратно
пропорциональной квадрату расстояния между ними, коэффициент
пропорциональности равен 𝑘. В начальный момент точки покоятся,
расстояние между ними равно 𝑎. Найти скорости точек в тот момент,
когда расстояние между ними уменьшится вдвое.

2.91. Концы однородного стержня мас-
сы 𝑀 и длины 2𝑙 скользят по неподвиж-
ной гладкой горизонтальной окружности
радиуса 𝑅, 𝑅 > 𝑙. По стержню движет-
ся материальная точка массы 𝑚 с отно-
сительной скоростью 𝑣 = 𝑎𝑡, 𝑎 = const.
В начальный момент стержень покоится,
а точка находится в его середине. Най-
ти закон движения стержня, определяя
его положение углом 𝜃 с некоторым непо-

движным направлением 𝜉.
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2.92. На однородный диск радиуса 𝑟 и
массы 𝑚 намотана невесомая нить, ко-
нец которой прикреплён к вертикальной
стене. Найти ускорение центра диска, уг-
ловое ускорение диска, натяжение нити и
реакцию стены в точке касания при дви-
жении диска вниз.

2.93. Однородный цилиндр массы 𝑀 под действием силы тяжести
катится без проскальзывания по наклонной плоскости, составляю-
щей угол 𝛼 с горизонтом. Найти ускорение центра масс цилиндра, а
также реакцию в точке контакта с плоскостью.

2.94. Однородный цилиндр массы 𝑀 и
радиуса 𝑟 движется по наклонной плоско-
сти, составляющей угол 𝛼 с горизонтом.
На цилиндр намотана нить, не проскаль-
зывающая по нему; свободный конец 𝐴
нити тянут вверх вдоль наклонной плос-
кости с постоянным ускорением 𝑎0. Най-
ти ускорение центра масс цилиндра и натяжение нити. Исследовать
случаи 𝛼 = 0 и 𝛼 = 𝜋

2 .

2.95. Дляпредыдущей задачинайти,с какимускорениемнадотянуть
вверхнить,чтобыцилиндр вращалсянаместе.Найтинатяжениенити
в этом случае. Рассмотреть случай 𝛼 = 𝜋

2 .

2.96. Диск радиуса 𝑟 может катиться
без проскальзывания по горизонталь-
ной прямой. Центр масс диска находит-
ся в точке 𝐶, не совпадающей с его цен-
тром 𝑂, расстояние 𝑂𝐶 = 𝑎. Радиус
инерции диска относительно оси, пер-
пендикулярной его плоскости и проходя-
щей через точку 𝐶, равен 𝑘. В начальный
момент отрезок 𝑂𝐶 образует с вертика-
лью угол 𝜑 = 𝜑0 и 𝜑̇ = 0. Найти угловую

скорость диска как функцию угла 𝜑. Найти период малых колебаний
около положения равновесия.
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2.97. Доска массы 𝑀 лежит на двух оди-
наковых катках массы𝑚 каждый.Катки—
однородные цилиндры.На доску действу-
ет горизонтальная сила 𝑄. Определить
ускорение доски.Проскальзывание отсут-

ствует.

2.98. Стремянка 𝐴𝐵𝐶 с шарниром 𝐵,
𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 2𝑙, стоитна гладком горизон-
тальном полу, центры масс лестниц нахо-
дятся в их серединах 𝐷 и 𝐸, радиус инер-
ции каждой лестницы относительно оси,
проходящей через центр масс, равен 𝜌,
расстояние от шарнира𝐵 до пола равно ℎ
имассылестниц одинаковы.В некоторый
момент времени стремянка начинает па-
дать из-за разрыва стержня 𝐹 𝐺. Прене-
брегаятрениемвшарнире,определить скоростьточки𝐵 какфункцию
расстояния 𝑦 от точки 𝐵 до пола.

2.99. Однородный стержень 𝐴𝐵 дли-
ны 2𝑑 и массы 𝑀 падает, скользя кон-
цом 𝐴 по гладкому горизонтальному по-
лу.В начальныймоментстерженьпокоил-
ся. Найти: 1) траекторию конца 𝐵; 2) ско-
рость центра масс 𝐶 стержня как функ-
цию высоты точки𝐶 над полом, если в на-
чальный момент центр масс стержня на-
ходится на высоте 𝑦0 над полом, 𝑦0 6 𝑑; 3) реакцию пола в точке 𝐴
в начальный момент, если в этот момент стержень составлял с полом
угол 𝜋

3 .

2.100. Однородный стержень длины 𝑙 и массы 𝑚 может свободно
вращаться в пространстве вокруг своего неподвижного конца. В на-
чальный момент стержень расположен в горизонтальной плоскости,
скорость его свободного конца равна 𝑣0 и направлена горизонтально.
Найти наименьшее значение угла, образуемого стержнем с вертика-
лью при движении.

2.101. По наклонной плоскости спускаются два одинаковых однород-
ных цилиндра, причём первый скользит без трения, второй катится
без проскальзывания. Найти отношение высот, на которые опустятся
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центры цилиндров за одно и то же время, если они начинают движе-
ние из состояния покоя.

2.102. Физический маятник имеет массу 𝑀, расстояние от центра
масс до оси вращения равно 𝑙, радиус инерции маятника относи-
тельно этой оси равен 𝑘. В начальный момент маятник отклонили
на угол 𝜑0 от положения равновесия и отпустили из состояния покоя.
Найти горизонтальную и вертикальную проекции реакции оси маят-
ника. Найти также проекции этой реакции на прямую, соединяющую
точку подвеса с центром масс маятника, и на перпендикуляр к этой
прямой, лежащий в вертикальной плоскости.

2.103. Маятник состоит из прямолинейного стержня и прикреплён-
ного к его концу полого шара, массами которых можно пренебречь.
Полость шара наполняют один раз жидкостью, а другой раз—твёр-
дым веществом той же плотности, что и жидкость. Предполагается,
что между жидкостью и стенками полости неттрения,и что вещество,
наполняющее полость во втором случае, не может двигаться внутри
неё. Радиус инерции объёма полости относительно её диаметра ра-
вен 𝑘, а её центр находится на расстоянии 𝑙 от оси маятника. Найти
периоды малых колебаний маятников в обоих случаях.

2.104. На барабан радиуса 𝑟 однородно-
го катка массы 𝑀 и радиуса 𝑅, 𝑅 > 𝑟,
лежащего на горизонтальном шерохо-
ватом полу, намотана невесомая нить,
к которой приложена сила 𝐒 под уг-
лом 𝛼 к горизонту. Радиус инерции
катка относительно оси симметрии ра-
вен 𝜌. Определить закон движения оси
катка. В начальный момент каток поко-
ился, затем катился без проскальзыва-
ния. В какую сторону катится каток?
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2.105. Однородный стержень𝐴𝐵длины 𝑙
и массы 𝑀 под действием силы тяже-
сти скользит без трения концами 𝐴 и 𝐵
по вертикальной стене и горизонталь-
ному полу соответственно. В начальный
момент стержень был неподвижен и со-
ставлял угол 𝜑0 с горизонталью. Опреде-
лить угловую скорость стержня и давле-
ние, оказываемое им на стену и пол, как

функции угла 𝜑 между стержнем и плоскостью пола. При каком зна-
чении 𝜑 стержень отойдёт от стены?

2.106. В предыдущей задаче определить величину угловой скорости
стержня и скорость его нижнего конца в момент падения стержня
на пол.

2.107. Однородный стержень 𝐴𝐵 мас-
сы 𝑀 горизонтально подвешен к потолку
посредством двух вертикальных нитей,
прикреплённых к концам стержня. Най-
ти натяжение одной из нитей в момент
обрыва другой.

2.108. Однородный стержень 𝐴𝐵 мас-
сы 𝑀 подвешен в точке 𝑂 на двух нитях
равной с ним длины. Определить натя-
жение одной из нитей в момент обрыва
другой.

2.109. Тяжёлый однородный цилиндр ра-
диуса 𝑅, получив ничтожно малую на-
чальную скорость, скатывается без про-
скальзывания с горизонтальной площад-
ки 𝐴𝐵, край которой 𝐵 заострён и па-
раллелен образующей цилиндра. Опре-
делить угловую скорость цилиндра в мо-
мент отделения цилиндра от площадки.
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Определить также угол между диаметром цилиндра, проведённым
в точку касания, и вертикалью в этот момент. Трением качения пре-
небречь.

2.110. Два однородных круглых цилин-
дра с массами𝑀1 и𝑀2 движутся по двум
гладким наклонным плоскостям, образу-
ющим с горизонтом углы 𝛼 и 𝛽 соответ-
ственно. Цилиндры соединены невесо-
мой нерастяжимой нитью, намотанной
на них как показано на рисунке. Нить по цилиндрам не проскальзы-
вает. Найти ускорения центров цилиндров и натяжение нити.

2.111. Один конец нерастяжимой неве-
сомой нити обмотан вокруг однородного
круглого цилиндра радиуса 𝑅, второй ко-
нец прикреплён к неподвижной точке 𝑂.
Цилиндр, разматывая нить, падает вниз,
одновременно раскачиваясь вокруг гори-
зонтальной оси, проходящей через точку
подвеса нити. Составить уравнения дви-
жения цилиндра, найти их первый инте-
грал.

2.112. Однородный стержень массы 𝑚 и длины 2𝑙 может свободно
двигаться по гладкой горизонтальной плоскости. Каждый элемент
стержня притягивается неподвижной прямой этой плоскости с силой,
прямо пропорциональной с коэффициентом 𝑘2 массе элемента и
расстоянию до прямой 𝑂𝑥. Найти движение стержня.

2.113. На гладкой горизонтальной плос-
кости может скользит треугольная приз-
ма 𝐴𝐵𝐶 массы 𝑀. По её грани 𝐴𝐵 ка-
тится без проскальзывания однородный
круглый цилиндр массы 𝑚. Определить
ускорение призмы.

2.114. Однородный стержень длины 𝑙 вращается на горизонтальной
плоскости вокруг своего конца и гонит перед собой материальную
точку равной с ним массы. В начальный точка находилась в покое
очень близко к неподвижному концу стержня, а стержню сообщили
некоторую угловую скорость. Найти угол между абсолютной скоро-
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стьюточки и стержнем вмомент,когдаточкадостигнетдругого конца
стержня.

2.115. На однородный цилиндр массы 𝑀 и радиуса 𝑅, ось которого
вертикальна и служитосью вращения,накручена невесомая винтовая
трубка с шагом ℎ, делающая 𝑛 витков по поверхности цилиндра. В эту
трубку опускают сверху шарик массы 𝑚, который, скользя без тре-
ния по трубке, приводит её и цилиндр во вращение. Найти угловую
скорость цилиндра и абсолютную скорость шарика в момент выхода
из трубки.

2.116. Однородный диск массы 𝑀 и радиуса 𝑅 лежит на гладкой
горизонтальной плоскости. По диску вдоль обода движется матери-
альная точка массы𝑚 с относительной скоростью 𝑣 = 𝛼𝑡. Найти закон
движения диска, если в начальный момент он покоился.

2.117. Прямоугольный клин массы 𝑀 и
с углом 𝛼 при вершине 𝐴 может сколь-
зить без трения по наклонной плоскости,
образующей угол 𝛼 с горизонтом. По сто-
роне 𝐴𝐵 клина может катиться без про-
скальзывания однородный круглый ци-
линдр радиуса 𝑟 имассы𝑚.Найти величи-
ну ускорения оси цилиндра относительно
клина и реакцию наклонной плоскости.

2.4. Движение твёрдого тела с неподвижной точкой

и закреплённой осью

Уравнения движения твёрдого тела с неподвижной точкой можно
получить с помощью теоремы об изменении кинетического момента

𝐊̇𝑂 = 𝐋𝑂, (2.11)

где 𝐊𝑂 —момент количеств движения (кинетический момент) тела
в его абсолютном движении и 𝐋𝑂 —момент действующих внешних
сил относительно неподвижной точки 𝑂. Аналогично, из этой же
теоремы можно получить уравнения движения твёрдого тела с непо-
движной осью.
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В скалярном виде уравнения движения можно получить, проек-
тируя уравнение (2.11) на оси 𝑂𝑥𝑦𝑧, связанные с телом. Если эти оси
являются главными осями инерции тела, получим динамические
уравнения Эйлера

𝐴 ̇𝑝 + (𝐶 − 𝐵)𝑞𝑟 = 𝐿𝑥,
𝐵 ̇𝑞 + (𝐴 − 𝐶)𝑟𝑝 = 𝐿𝑦,
𝐶 ̇𝑟 + (𝐵 − 𝐴)𝑝𝑞 = 𝐿𝑧,

где 𝐴, 𝐵 и 𝐶 —моменты инерции тела относительно главных осей
для точки 𝑂; 𝑝, 𝑞 и 𝑟—проекции мгновенной угловой скорости на те
же оси, а 𝐿𝑥, 𝐿𝑦 и 𝐿𝑧 — суммы моментов действующих сил относи-
тельно этих осей.

Кинематические формулы Эйлера— выражения для угловой ско-
рости тела через углы Эйлера

𝑝 = 𝜓̇ sin 𝜃 sin 𝜑 + ̇𝜃 cos 𝜑,
𝑞 = 𝜓̇ sin 𝜃 cos 𝜑 − ̇𝜃 sin 𝜑,
𝑟 = 𝜓̇ cos 𝜃 + 𝜑̇,

где 𝜓, 𝜃 и 𝜑 — углы прецессии, нутации и собственного вращения.
Эти углы определяют положение трёхгранника 𝑂𝑥𝑦𝑧 в неподвижном
пространстве.

Если динамически симметричному телу с центром масс, лежащим
на оси симметрии, сообщить большую угловую скорость 𝜔 вокруг оси
симметрии, которая в начальный момент неподвижна, и пренебречь
нутацией (𝜃 = const), то движение тела можно приближённо предста-
вить как сумму двух вращений: 1) прецессии вместе с вертикальной
плоскостью, в которой находится ось симметрии, с угловой скоро-
стью 𝜔1; 2) собственного вращения вокруг оси симметрии с угловой
скоростью 𝜔, 𝜔 ≫ 𝜔1.

Считая, что при 𝜔 ≫ 𝜔1 вектор кинетического момента направ-
лен по оси симметрии и равен 𝐶𝛚, получаем основное уравнение
приближённой теории гироскопа

𝛚1 × 𝐶𝛚 = 𝐋𝑂.
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2.118. Однородный диск радиуса 𝑅 и массы 𝑀 вращается вокруг
неподвижной оси с угловой скоростью 𝜔. Центр диска 𝑂 лежит на оси
вращения, а нормаль к плоскости диска образует с этой осью угол 𝛼.
Найти кинетический момент диска относительно точки 𝑂.

2.119. Однородный круглый диск радиу-
са 𝑅 и массы 𝑚 вращается с угловой ско-
ростью 𝜔 вокруг оси 𝐴𝐵, на которую он
насажен с эксцентриситетом 𝑂𝐶 = 𝑒, и
которая составляет угол 𝛼 с плоскостью
диска.Найти величину и направление ки-
нетического момента диска относитель-
но точки 𝑂.

2.120. Диск радиуса 𝑅 и массы 𝑀 враща-
ется с постоянной угловой скоростью 𝜔
вокруг вертикальной оси 𝑂𝑧, причём ось
вращения проходит через центр тяжести
диска, совпадающий с его центром 𝑂, и
образует угол 𝛼 с нормалью к его плос-
кости. Найти горизонтальные составляю-
щие реакций в подшипниках 𝐴 и 𝐵, рас-
стояние 𝐴𝐵 между которыми равно 𝑙.

2.121. Однородный круговой цилиндр массы 𝑀, высоты 𝐻 и ради-
уса 𝑅 вращается с угловой скоростью 𝜔 вокруг неподвижной оси,
проходящей через центр масс цилиндра 𝐶 и образующей с осью сим-
метрии цилиндра угол 𝛼. Найти кинетический момент цилиндра
относительно точки 𝐶.

2.122. Однородный круговой цилиндр
массы 𝑀, высоты 2𝑙 и радиуса 𝑟 враща-
ется с постоянной угловой скоростью 𝜔
вокругвертикальной оси𝑂𝑧,проходящей
через центр масс цилиндра 𝑂. Угол меж-
ду осью цилиндра 𝑂𝜁 и осью 𝑂𝑧 сохраня-
ет при этом постоянную величину 𝛼. Рас-
стояние 𝐴𝐵 между подшипниками рав-
но ℎ. Определить горизонтальные состав-
ляющие реакций в подшипниках.
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2.123. С какой угловой скоростью нужно
вращать вокруг катета 𝐴𝐵 = 𝑎 однород-
ную пластинку, имеющую форму равно-
бедренного прямоугольного треугольни-
ка 𝐴𝐵𝐷, чтобы горизонтальная состав-
ляющая реакции в точке 𝐵 была равна
нулю?

2.124. Гироскоп, моменты инерции которого равны 𝐴 = 𝐵 = 2𝐶,
вращается по инерции вокруг центра масс— совершает регулярную
прецессию. Угловая скорость собственного вращения гироскопа рав-
на 𝜔1, угол между осью гироскопа и осью прецессии равен 𝜃 = 𝜋

3 .

Найти угловую скорость прецессии.

2.125. Однородный круглый диск вращается по инерции вокруг сво-
его центра масс. В начальный момент диску была сообщена угловая
скорость 𝜔1 вокруг некоторой оси, составляющей с плоскостью диска
угол 𝛼. Определить угловую скорость прецессии и угол, который ось
прецессии составляет с плоскостью диска.

2.126. Уравновешенный гироскоп в кар-
дановом подвесе установлен нашироте𝜑
северного полушария Земли. Ось ротора
гироскопа расположена в плоскости ме-
ридиана по горизонтали данной местно-
сти. Угловая скорость вращения ротора
вокруг своей оси равна 𝜔, момент инер-
ции ротора относительно этой оси ра-
вен𝐽, радиус внутреннего кольца подвеса
равен 𝑎, угловая скорость вращения Зем-
ли равна 𝜔1. Определить массу противовеса, закреплённого на внут-
реннем кольце подвеса на продолжении оси ротора так, чтобы ось
ротора оставалась в плоскости меридиана, вращаясь вместе с Землёй.
Трением и массой колец пренебречь.
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2.127. Тяжёлый симметричный гироскоп
совершает прецессию вокруг вертикаль-
ной оси 𝑂𝑧1, причём угловая скорость 𝜔
собственного вращения много больше уг-
ловой скорости прецессии. Найти при-
ближённое выражение для горизонталь-
ной составляющей реакции в неподвиж-
ной точке 𝑂. Вес ротора 𝑃, расстояние 𝑧𝐶
от неподвижной точки 𝑂 до центра масс 𝐶 ротора, момент инер-
ции 𝐽 ротора относительно оси 𝑂𝑧 собственного вращения и угол 𝜃
между осями 𝑂𝑧1 и 𝑂𝑧 считать известными.

2.128. Один конец оси велосипедного ко-
леса закреплён неподвижно в точке 𝐴
с помощью шарового шарнира. Другой
конец подвешен на невесомой нерастя-
жимой нити 𝐶𝐵 так, что ось 𝐴𝐵 гори-
зонтальна, а нить 𝐶𝐵 вертикальна, при-
чём 𝐴𝑂 = 𝑂𝐵 = 𝑙. Радиус колеса равен 𝑟,
масса колеса𝑚 равномерно распределена
равномерно по ободу. Пренебрегая мас-

сой спиц и оси 𝐴𝑂𝐵, найти реакцию в шарнире 𝐴 в момент обрыва
нити, если в этот момент: 1) угловая скорость колеса равна нулю;
2) угловая скорость колеса равна 𝜔𝐞𝐴𝐵.

2.5. Движение материальной точки и абсолютно твёрдого

тела при наличии трения

Движение реальных тел происходит, как правило, с потерей механи-
ческой энергии. Чтобы учесть эти потери, в моделях классической
механики вводится понятие трения.

При описании движения материальной точки по заданной непо-
движной линии или поверхности используется закон сухого трения,
закон Кулона, суть которого заключается в следующем: реакция 𝐑
линии или поверхности является суммой двух составляющих

𝐑 = 𝐑𝑛 + 𝐑𝜏,
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где 𝐑𝑛 — нормальная составляющая реакции, а 𝐑𝜏 — касательная
составляющая реакции— сила трения, причём если скорость 𝐯 точки
не равна нулю,то определеныи величинаинаправление силытрения,
а именно

𝐑𝜏 = −𝑓𝑅𝑛
𝐯
𝑣,

если же 𝐯 = 𝟎, то сила трения ограничена по величине

𝑅𝜏 6 𝑓𝑅𝑛.

Безразмерная величина 𝑓 называется коэффициентом трения, а угол
𝛼, определяемый из соотношения

tg 𝛼 = 𝑓,

называется углом трения.

При рассмотрении плоскопараллельного движения абсолютно
твёрдого тела, например, круглого диска, касающегося одной своей
точкой 𝐴 неподвижной кривой, применяются две модели взаимо-
действия диска и кривой.

1. Реакция кривой сводится к одной силе 𝐑, приложенной к диску
в точке контакта 𝐴, причём

𝐑 = 𝐑𝑛 + 𝐑𝜏,

где 𝐑𝑛 —нормальная к кривой составляющая реакции, а 𝐑𝜏 —
составляющая реакции, направленная по общей касательной
к диску и к кривой в точке 𝐴, причём

𝐑𝜏 = −𝑓𝑅𝑛
𝐯𝐴
𝑣𝐴

, если 𝐯𝐴 ≠ 𝟎,

𝑅𝜏 6 𝑓𝑅𝑛, если 𝐯𝐴 = 𝟎.

Здесь 𝐯𝐴 — скорость точки 𝐴 диска, 𝑓 — коэффициент трения
скольжения. Составляющая 𝐑𝜏 в этом случае называется силой
трения скольжения.

2. Суммарная реакция кривой, приведённая к точке 𝐴 диска, экви-
валентна силе 𝐑 = 𝐑𝑛 + 𝐑𝜏 и паре с моментом 𝛍. Силы 𝐑𝑛 и 𝐑𝜏
и в этом случае называют нормальной и касательной составляю-
щими реакции.
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Пусть скорость точки 𝐴 диска равна 𝐯𝐴, а его угловая скорость
равна 𝛚. Тогда принимают следующие модели:

1. Если 𝑣𝐴 ≠ 0 и 𝜔 ≠ 0, т. е. диск скользит по кривой и вращается,
то

𝐑𝜏 = −𝑓𝑅𝑛
𝐯𝐴
𝑣𝐴

, 𝛍 = −𝛿𝑅𝑛
𝛚
𝜔 .

2. Если 𝑣𝐴 ≠ 0 и 𝜔 = 0, т. е. диск скользит по кривой, но не враща-
ется, то

𝐑𝜏 = −𝑓𝑅𝑛
𝐯𝐴
𝑣𝐴

, 𝜇 6 𝛿𝑅𝑛,

3. Если 𝑣𝑎 = 0 и 𝜔 ≠ 0, т. е. диск катится по кривой без проскаль-
зывания, то

𝑅𝜏 6 𝑓𝑅𝑛, 𝛍 = −𝛿𝑅𝑛
𝛚
𝜔 .

4. Если 𝑣𝐴 = 0 и 𝜔 = 0, т. е. диск находится в состоянии покоя, то

𝑅𝜏 6 𝑓𝑅𝑛, 𝜇 6 𝛿𝑅𝑛.

Здесь 𝑓—коэффициент трения скольжения, безразмерная величина,
𝛿—коэффициент трения качения, имеет размерность длины.

2.129. Брусок массы 𝑀, получивший начальную скорость 𝑣0, движет-
ся по горизонтальной плоскости с сухимтрением с коэффициентом 𝑓
и испытывает сопротивление воздуха, пропорциональное квадрату
скорости, причём коэффициент пропорциональности равен 𝑘. Опре-
делить путь, пройденный бруском до остановки.

2.130. Шарик массы 𝑚 нанизан на горизонтальную проволочную
окружность радиуса 𝑟 иможет скользить по ней.Коэффициенттрения
скольжения равен 𝑓. Какую начальную скорость нужно сообщить
шарику, чтобы он сделал по окружности один полный оборот?

2.131. Материальная точка движется под действием силы тяжести
по внутренней поверхности неподвижной полусферы радиуса 𝑟, вы-
ходя без начальной скорости из точки, лежащей на экваторе. Коэф-
фициент трения равен 𝑓. Найти скорость, с которой шарик достигнет
нижнего полюса полусферы.
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2.132. Брусок находится в покое на шероховатой наклонной плос-
кости, причём коэффициент трения покоя равен 𝑓0, а коэффициент
трения скольжения равен 𝑓. Плоскость наклонена под углом 𝛼 к го-
ризонту, tg 𝛼 < 𝑓0. В некоторый момент бруску сообщена начальная
скорость 𝐯0, направленная вдоль плоскости вниз. Определить путь,
пройденный бруском до остановки.

2.133. Брусок, имеющий начальную скорость 𝑣0, движется по гори-
зонтальной плоскости с трением, пропорциональным нормальному
давлению, и проходит до полной остановки путь 𝑠. Найти коэффици-
ент трения скольжения.

2.134. Материальная точка 𝑇 находится
в верхнем полюсе 𝐴 неподвижной ше-
роховатой полусферы радиуса 𝑅. Какую
начальную горизонтальную скорость 𝑣0
нужно придать точке, чтобы она, начав
движение, оставалась на поверхности по-
лусферы? Считать, что коэффициенты
трения скольжения и покоя одинаковы
и равны 𝑓.

2.135. Материальная точка 𝑇 находится
в нижнем полюсе 𝐵 внутренней части
неподвижной шероховатой сферы радиу-
са 𝑅. При каких значениях начальной го-
ризонтальной скорости точка достигнет
верхнего полюса 𝐴 сферы? Коэффициент
трения скольжения равен 𝑓.

2.136. Материальная точка 𝐴 под дей-
ствием силы тяжести движется по шеро-
ховатой винтовой поверхности, ось 𝑂𝑧
которой вертикальна. Поверхность зада-
на уравнением 𝑧 = 𝑎𝜑 + 𝑓(𝑟). Коэффици-
ент трения точки о поверхность равен 𝑘.
Найти условие, при котором движение
точки происходит на постоянном рассто-
янии от оси 𝐴𝐵 = 𝑟0, т. е. происходит
по винтовой линии, а также найти ско-
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рость этого движения.

Указание. Воспользуйтесь представлением движения с помощью естествен-

ного трёхгранника.

2.137. На два одинаковых вращающихся
в противоположные стороны цилиндри-
ческих шкива свободно положен одно-
родный стержень. Центры шкивов лежат
на одной горизонтальной прямой,рассто-
яние между ними равно 2𝑙. Стержень дви-
жется под действием сил трения, возникающих в точках касания
со шкивами. Эти силы пропорциональны давлению стержня на шкив,
коэффициент трения равен 𝑓. 1) Определить движение стержня, ес-
ли его сдвинуть на расстояние 𝑥0 при нулевой начальной скорости.
2) Найти значение коэффициента трения 𝑓, при котором период
колебаний стержня будет равен 𝑇.
2.138. Материальнаяточка сначальной скоростью𝑣0 движется вполе
силы тяжести вверх по наклонной плоскости, составляющей угол 𝛼
с горизонтом. Коэффициент трения скольжения равен 𝑓. При каких
значениях угла 𝛼 точка вернётся в начальное положение, и какова
будет её скорость в этот момент?

2.139. Доска массы 𝑀 движется по гори-
зонтальной плоскости под действием го-
ризонтальной силы 𝐹. Коэффициент тре-
ния между доской и плоскостью равен 𝑓.
На доске лежит однородный круглый ци-
линдр массы 𝑚, который может катиться
по доске без проскальзывания. Определить ускорение доски.

2.140. Найти условие возможности качения без проскальзывания
круглого цилиндра радиуса 𝑟, положенного без начальной скорости
на шероховатую наклонную плоскость, образующую с горизонтом
угол 𝛼. Коэффициент трения скольжения равен 𝑓. Радиус инерции
цилиндра относительно оси симметрии равен 𝑘.
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2.141. Ведущее колесо 𝐴 снегоочистите-
ля имеет радиус 𝑟 и массу 𝑀1, равномер-
но распределённую по ободу. К колесу
приложен постоянный вращающий мо-
мент 𝑚. Суммарная масса снега 𝐶, щи-
та 𝐵 и других поступательно движущих-

ся частей постоянна и равна 𝑀2. Коэффициент трения скольжения
снега и щита о землю равен 𝑓к. Найти зависимость между путём,
пройденнымщитом 𝐵, и модулем его скорости. В начальный момент
система покоилась.

2.142. К диску массы 𝑀1 и радиуса 𝑟
приложен постоянный вращающий мо-
мент 𝑚. На диск намотана невесомая
нить, к свободному концу которой привя-
зан груз массы 𝑀2, который поднимает-
ся по наклонной плоскости, образующей
угол 𝛼 с горизонтом. Коэффициент тре-

ния груза о плоскость равен 𝑓. Какую угловую скорость приобретёт
диск, повернувшись на угол 𝜑?
2.143. Ведущее колесо автомобиля имеет радиус 𝑟 и массу 𝑀, его ось
движется горизонтально и прямолинейно. Радиус инерции колеса
относительно его оси равен 𝜌. К колесу приложен вращающий мо-
мент 𝑚. Коэффициент трения скольжения колеса о землю равен 𝑓.
Какому условию должен удовлетворять вращающий момент, чтобы
колесо катилось без проскальзывания?

2.144. Решить предыдущую задачу с учётом трения качения. Коэф-
фициент трения качения равен 𝑓к.

2.145. Ведомое колесо автомобиля имеет радиус 𝑟 и массу 𝑀, его ось
движется горизонтально и прямолинейно. Радиус инерции колеса
относительно его оси равен 𝜌. К оси колеса приложена горизонталь-
ная сила 𝐹. Коэффициент трения скольжения колеса о землю равен 𝑓.
Какому условию должна удовлетворять приложенная сила, чтобы
колесо катилось без проскальзывания?

2.146. Решить предыдущую задачу с учётом трения качения. Коэф-
фициент трения качения равен 𝑓к.

2.147. Колесо радиуса 𝑟 и массы 𝑀, равномерно распределённой по
его ободу, движется из состояния покоя по прямолинейному гори-
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зонтальному рельсу под действием приложенного вращающего мо-

мента 𝑚 = 5
2 𝑓𝑀𝑔𝑟, где 𝑓—коэффициент трения скольжения. Найти

скорость проскальзывания— скорость точки колеса, соприкасающей-
ся с рельсом.

2.148. Решить предыдущую задачу с учётом трения качения. Коэф-

фициент трения качения равен 𝑓к = 1
4 𝑓𝑟.

2.149. Однородный цилиндр, ось которого горизонтальна, под дей-
ствием силы тяжести катится с проскальзыванием по наклонной
плоскости. Коэффициент трения скольжения равен 𝑓. Какие значе-
ния может принимать угол наклона плоскости к горизонту, и каково
будет ускорение оси цилиндра?

2.150. Однородный цилиндр радиуса 𝑟 катится без проскальзывания
по горизонтальной плоскости. Начальная скорость его оси равна 𝑣0,
коэффициент трения качения равен 𝛿. Какое расстояние пройдёт ось
цилиндра до остановки?

2.151. Садовый каток радиуса 𝑟 лежит
на земле так, что его ручка длины 𝑙, оди-
накового с ним веса, опирается о зем-
лю. Центру катка сообщают начальную
скорость 𝑣0. Найти, на каком расстоянии
остановится каток, если коэффициент
трения качения катка равен 𝛿, а коэффициент трения скольжения
между ручкой катка и землёй равен 𝑓. Считать, что центр тяжести
ручки находится в её середине.

2.152. Цилиндр радиуса 𝑟 находится на наклонной плоскости, со-
ставляющей угол 𝛼 с горизонтом. Коэффициент трения скольжения
равен 𝑓, условия чистого качения не выполнены, т. е.

tg 𝛼 > 𝑘2 + 𝑟2

𝑘2 𝑓,

где 𝑘 —радиус инерции цилиндра относительно его оси. В началь-
ный момент времени цилиндр находился в покое. Найти движение
цилиндра.
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1.1.

𝑣 = 𝜔𝑟
𝑏 √𝑟(2𝑎 − 𝑟).

1.2. Логарифмическая спираль 𝑟 = 𝑟0𝑒
𝑐𝜑
𝑏 ; закон движения

𝑟 = 𝑟0 + 𝑐𝑡, 𝜑 = 𝑏
𝑐 ln(

𝑐𝑡
𝑟0

+ 1).

1.3. Окружность радиуса 𝑐
2𝜔 , касающаяся в полюсе полярной оси.

1.4. Окружность радиуса 𝑏 с центром в точке 𝑂.

1.6.

𝑟 =
𝑐𝑟0

𝑐 − 𝑏𝑟0(𝜑 − 𝜑0) , 𝜎̇ = 𝑐
2 = const .

1.8.

𝑎𝛕 = 1
𝑣(𝑥̇𝑥̈ + ̇𝑦 ̈𝑦 + ̇𝑧 ̈𝑧),

𝑎𝛎 = 1
𝑣√( ̇𝑦 ̈𝑧 − ̇𝑧 ̈𝑦)2 + ( ̇𝑧𝑥̈ − 𝑥̇ ̈𝑧)2 + (𝑥̇ ̈𝑦 − ̇𝑦𝑥̈)2,

где 𝑣 = √𝑥̇2 + ̇𝑦2 + ̇𝑧2.

1.9.

𝜌 = 1
𝑏𝑔(𝑏2 + (𝑐 − 𝑔

𝑏𝑥)
2

)
3
2 ,

в вершине траектории 𝜌 = 𝑏2

𝑔 .

1.10. 𝑣 = √2𝑘𝑟, 𝑎 = 2𝑘2𝑟, 𝜌 = √2𝑟.

1.11. Цепная линия 𝑦 = 𝑏 ch 𝑥
𝑏 ; радиус кривизны 𝜌 = 𝑦2

𝑏 .

1.12.

𝐯 = (0, 𝑏𝑘, 𝜈), 𝐚 = (−𝑏𝑘2, 0, 0);

касательное и нормальное ускорения равны 𝑎𝜏 = 0 и 𝑎𝑛 = 𝑏𝑘2; радиус
кривизны равен

𝜌 = 𝑏2𝑘2 + 𝜈2

𝑏𝑘2 .
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1.13. Локсодромия

tg(
𝜋
4 + 𝜑

2 ) = tg(
𝜋
4 +

𝜑0
2 )𝑒(𝜃−𝜃0) ctg 𝛼.

1.14.

𝑎𝑟 = −𝑣2

𝑅 , 𝑎𝜃 = 𝑣2

𝑅 sin 𝛼 cos 𝛼 tg 𝜑, 𝑎𝜑 = −𝑣2

𝑅 sin2 𝛼 tg 𝜑,

𝑎 = 𝑣2

𝑅 √1 + sin2 𝛼 tg2 𝜑, 𝜌 = 𝑅
√1 + sin2 𝛼 tg2 𝜑

,

где 𝑅—радиус Земли,

𝜑 = 𝜑0 + 𝑣𝑡 cos 𝛼
𝑅 .

1.15. Логарифмическая спираль 𝑟 = 𝑟0𝑒−𝜑 ctg 𝛼. При 𝛼 = 𝜋
2 — окруж-

ность 𝑟 = 𝑟0; при 𝛼 = 0 или 𝛼 = 𝜋—прямая 𝜑 = 0.
1.16.

𝑣 = 1
sin 𝛼√𝑣2

1 + 𝑣2
2 − 2𝑣1𝑣2 cos 𝛼.

1.17.

𝑣 = √𝑐2
2 + 𝑐2

1 sin2 𝜑, tg ∠(𝐜2, 𝐯) = 𝑐1
𝑐2

sin 𝜑,

𝑟 = 𝑟0 ctg𝑘 𝛼0 tg𝑘 𝛼,
где 𝑘 = 𝑐2

𝑐1
, 𝛼 = 𝜑

2 .

1.18. 𝑣 = 𝜔𝑅.

1.22. 𝑂𝑀 = 𝑟 = 𝑣
𝜔 sin 𝜔𝑡. Траектория— окружность радиуса 𝑣

2𝜔 , каса-

ющаяся оси 𝑂𝑥 в точке 𝑂. Ускорение 𝑎 = 2𝑣𝜔 направлено к центру
окружности.

1.23.

𝑣 = 𝑎0√𝜔2
0 cos2 𝜔0𝑡 + 𝜔2(1 + sin 𝜔0𝑡)2,

𝑎 = 𝑎0√4𝜔2𝜔2
0 cos2 𝜔𝑡 + (𝜔2 + (𝜔2 + 𝜔2

0) sin 𝜔0𝑡)2.

1.24.

𝑣 =
𝑎0𝑡
2 √4 + 𝜑2

0𝜔2𝑡2 cos2 𝜔𝑡,

𝑎 =
𝑎0
2 √(2 − 𝜑2

0𝜔2𝑡2 cos2 𝜔𝑡)2 + 𝜑2
0𝜔2𝑡2(4 cos 𝜔𝑡 − 𝜔𝑡 sin 𝜔𝑡)2.
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1.25.

𝑣 = √(𝜌𝜔 + 𝑢)2 + 𝑥2𝜔2, 𝑎 = 𝜔√(𝜌𝜔 + 2𝑢)2 + 𝑥2𝜔2,

ускорение образует угол arcsin 𝑥𝜔2

𝜌 с перпендикуляром к хорде.

1.26. Точка 𝑀 движется по неподвижной прямой, на которой в на-
чальный момент лежат точки 𝑀, 𝑂 и 𝐶 со скоростью 𝑣 = 2𝜔𝑟 sin 𝜔𝑡 и
ускорением 𝑎 = 𝜔2 ⋅ 𝑀𝐶.
1.27. Траектория— окружность радиуса 𝑅

2 , проходящая через центр

диска; 𝑣 = 𝑅𝜔, 𝑎 = 2𝑅𝜔2.

1.28.

𝑣 = 𝑙𝜔 tg 𝜑
cos 𝜑 .

1.29.

𝑎𝑥 = 𝑥̈ − 2𝜔 ̇𝑦 − 𝜔2𝑥 − 𝑦𝜔̇, 𝑎𝑦 = ̈𝑦 + 2𝜔𝑥̇ − 𝜔2𝑦 − 𝑥𝜔̇.

1.30. 1) Траектория—окружность радиуса
𝑣0
2𝜔 , описываемая со скоро-

стью 𝑣0. 2) Траектория— окружность радиуса 𝑟0 с центром в начале
координат, описываемая со скоростью

𝜔𝑟0
2 .

1.31.

𝑎 = 𝑣𝜔 sin 𝛼√𝜔2𝑡2 + 4.
1.32.

𝑎абс. = 1
𝑅

√𝑣4 + 2𝜔2𝑅2(1 + sin2 𝜑)𝑣2 + 𝑅4𝜔4 cos2 𝜑.

1.33.

𝑎абс. = 𝜋2

4
√𝑐2 + 𝑙2.

1.34.

𝑎абс. = 1
𝑅

√𝑣4 + 𝜔4𝑅4 sin2 𝜑 + 2𝜔2𝑅2𝑣2(1 + cos2 𝜑).

1.35.

𝑎1 = 𝑟𝜔2 − 𝑢2

𝑟 , 𝑎3 = 3𝑟𝜔2 + 𝑢2

𝑟 , 𝑎2 = 𝑎4 = 2𝑟𝜔2 + 𝑢2

𝑟 .

1.36.

𝑣абс. = 𝑣0√1 + 𝑡2(𝜔2
1 + 𝜔2

2 sin2 𝜔1𝑡).
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1.37.

𝑣𝐶 = √𝑣2 + 𝜔2𝑟2 ± 2𝑣𝜔𝑟 cos 𝜑,

𝑎𝐶 = √𝜔4𝑟2 + 𝑣2
(

𝑣
𝜌 ± 2𝜔)

2
− 2𝜔2𝑣𝑟(

𝑣
𝜌 ± 2𝜔) cos 𝜑.

1.38.

𝑣𝐸 = ℎ𝑣
√𝑠2 + ℎ2

.

1.39.

𝑣 =
𝑣0(𝑟 + 𝜌)

√(𝑟 + 𝜌)2 − 𝑣2
0𝑡2

, 𝑎 =
𝑣2

0(𝑟 + 𝜌)2

√((𝑟 + 𝜌)2 − 𝑣2
0𝑡2)3

.

1.40.

𝑥 = 𝑣
𝜔 arcsin 𝑦

𝑙 + √𝑙2 − 𝑦2 − 𝑙.

1.41. 𝑎кор. = 2,91 ⋅ 10−3 м/с2.

1.42.

𝑎пер. = 1,69 ⋅ 10−2 м/с2, 𝑎отн. = 3,85 ⋅ 10−7 м/с2,
𝑎кор. = 1,61 ⋅ 10−4 м/с2.

1.43. В сферических координатах 𝑟,𝜑 и 𝜃 скорость и ускорение равны
𝐯 = 𝜀2𝑙𝑡𝐞𝜑 + 𝜀1𝑙𝑡 sin 𝜑𝐞𝜃,
𝐚 = −𝑙𝑡2(𝜀2

2 + 𝜀2
1 sin2 𝜑)𝐞𝑟 + 𝑙(𝜀2 − 𝜀1𝑡 sin 𝜑 cos 𝜑)𝐞𝜑 +

+ 𝑙(𝜀1 sin 𝜑 − 2𝜀1𝜀2𝑡2 cos 𝜑)𝐞𝜃.
1.44. Ускорение равно

𝑎𝑀 = 𝜔2(𝜑2
0(𝑙 − 𝑑) − 𝑑(2𝜑0 + 1))

и направлено вертикально вверх, если выражение в скобках положи-
тельно.
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1.47.

𝑎𝑥 = ̇𝑣𝐸 − 𝑣𝐸𝑣𝑁
𝑅 + ℎ

tg 𝜑 + 𝑣𝐸𝑣𝑅
𝑅 + ℎ

− 2(𝑣𝑁 sin 𝜑 − 𝑣𝑅 cos 𝜑)𝜔,

𝑎𝑦 = ̇𝑣𝑁 −
𝑣2

𝐸
𝑅 + ℎ

tg 𝜑 + 𝑣𝑁𝑣𝑅
𝑅 + ℎ

+ (𝑅 + ℎ)𝜔2 sin 𝜑 cos 𝜑 +

+ 2𝑣𝐸𝜔 sin 𝜑,

𝑎𝑧 = ̇𝑣𝑅 −
𝑣2

𝐸 + 𝑣2
𝑁

𝑅 + ℎ
− (𝑅 + ℎ)𝜔2 cos2 𝜑 − 2𝑣𝐸𝜔 cos 𝜑.

1.48. Обе центроиды— одинаковые эллипсы с полуосями

𝑏 и √𝑏2 − 𝑐2;
фокусы неподвижной центроиды—точки𝐴 и 𝐵, неподвижной—точ-
ки 𝐶 и 𝐷. Точка касания центроид 𝑃—мгновенный центр вращения.

1.49. Две одинаковые гиперболы с действительной осью, равной 2𝑏,
фокусы неподвижной центроиды совпадают с 𝐴 и 𝐵, фокусы подвиж-
ной центроиды совпадают с 𝐶 и 𝐷.

1.50. Неподвижная центроида — окружность радиуса 𝑙 с центром
в точке 𝑂; подвижная центроида— окружность радиуса 𝑙

2 с центром
в середине стержня. Траектории— эллипсы

𝑥2

(𝑙 − 𝑚)2 + 𝑦2

𝑚2 = 1; 𝑣𝑥 = 𝑙 − 𝑚
𝑙 𝑢, 𝑣𝑦 = −𝑚

𝑙 𝑢 ctg 𝜑,

𝑎𝑥 = 0, 𝑎𝑦 = − 𝑚𝑢2

𝑙2 sin3 𝜑
.

1.51. Неподвижная центроида— окружность, проходящая через точ-
ки 𝑂, 𝑀 и 𝑁; подвижная— окружность вдвое большего радиуса, чем
первая, с центром в точке 𝑂. Мгновенный центр вращения (точка
соприкосновения центроид) находится на неподвижной центроиде
в точке, диаметрально противоположной точке 𝑂.

1.52. Траектория точки, находящейся на расстоянии 𝑐 от конца 𝐴,
есть улитка Паскаля, которая в полярных координатах с началом
в точке 𝑀 и полярной осью, проходящей через точку 𝑂, задаётся
уравнением 𝜌 = 2𝑟 cos 𝜃 − 𝑐. Неподвижная центроида— окружность
радиуса 2𝑟 с центром в точке 𝐴.

1.53.

𝜑̇ = − 𝑟𝑣
𝑥√𝑥2 − 𝑟2

,
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где 𝑥 = 𝑂𝐴, 𝜑 = ∠𝑂𝐴𝐵. Неподвижная центроида
𝑥4 − 𝑟2(𝑥2 + 𝑦2) = 0.

Подвижная центроида— парабола, которая в подвижных осях с нача-
лом в точке 𝐴, осью 𝐴𝑥1, направленной вдоль стержня, и осью 𝐴𝑦1,

перпендикулярной стержню, задаётся уравнением 𝑦1 = 1
𝑟 𝑥2

1.

1.54. Выберем неподвижные оси с началом в точке 𝑀 и осями, па-
раллельными 𝑂𝑥 и 𝑂𝑦. В них неподвижная центроида задаётся урав-

нением 𝑦1 = 1
ℎ 𝑥2

1 (парабола). Возьмём подвижные оси с началом в

точке 𝐴 и осью 𝜉, направленной вдоль стержня. В них подвижная
центроида задаётся уравнением

𝜉4 − ℎ2(𝜉2 + 𝜂2) = 0.
Мгновенная угловая скорость равна

𝜔 = ℎ𝑣
𝑥2 + ℎ2 ,

где 𝑥 = 𝑂𝐴.

1.55.

𝜔 = −2 с−1, 𝜀 = −16 с−2, 𝑎𝐵 = −4√2 м/с2.
1.56. При 𝛼 = 0:

𝜔 = −
𝑟𝜔0

√𝑙2 − ℎ2
, 𝜀 = −

ℎ𝑟2𝜔2
0

√(𝑙2 − ℎ2)3
,

𝑣𝐵 = −
ℎ𝑟𝜔0

√𝑙2 − ℎ2
, 𝑎𝐵 = −𝑟𝜔2

0 (
1 + 𝑟𝑙2

√(𝑙2 − ℎ2)3 )
.

При 𝛼 = 𝜋
2 :

𝜔 = 0, 𝜀 =
𝑟𝜔2

0

√𝑙2 − (𝑟 + ℎ)2
,

𝑣𝐵 = 𝑟𝜔0, 𝑎𝐵 =
𝑟(𝑟 + ℎ)𝜔2

0

√𝑙2 − (𝑟 + ℎ)2
.

1.57.

𝜔 = 0, 𝜀 = 𝜔2
0
√3
6

, 𝑎𝐵 = 𝑏𝜔2
0
√3
3 .
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1.58.

𝜔𝐵𝐶 = 2𝑎2

𝑎2 − 𝑏2 𝜔0, 𝜀𝐵𝐶 = −2𝑎𝑏(𝑎2 + 𝑏2)
(𝑎2 − 𝑏2)2 𝜔2

0.

1.59.

𝑎𝑀 =
𝑣2

𝐴√2
𝑑

√(1 + sin 𝜑)3.

Ускорение направлено внутрь угла и составляет со стороной 𝑀𝐴
угол 𝛼 = 𝜋

4 − 𝜑
2 .

1.60.

1) 𝑂𝐾 =
√2
4 м, ∠𝐶𝑂𝐾 = 𝜋

4 ;

2) 𝑎𝐶 = 0,5 м/с2, 𝐚𝐶 ∥ 𝐶𝑂;

3) 𝑎𝑀 =
√2
4 м/с2, составляет угол

𝜋
4 с 𝐶𝑂;

4) 𝜌 = 𝑅
2 = 0,25 м.

1.61.

𝜔𝐴𝐵 =
𝑣0
3𝑅, 𝜀𝐴𝐵 = −2√3

27
𝑣2

0
𝑅2 , 𝑣𝐵 = 2𝑣0, 𝑎𝐵 = 5√3

9
𝑣2

0
𝑅 .

1.62. Мгновенным центром скоростей 𝑀 является точка касания
подвижной шестерни с неподвижной.

1) 𝑎𝑀 = 2𝜔2
0𝑅; 2) 𝑎𝑁 = 2𝑅√9𝜔4

0 + 3𝜀2
0.

1.63. Мгновенный центр ускорений 𝐾 совпадает с центром непо-
движной окружности, 𝑣𝐾 = 2𝑣0. Мгновенный центр скоростей 𝐶
находится в точке касания диска с окружностью, ускорение точки 𝐶
направлено к центру окружности и имеет величину 𝑎𝐶 = 2 𝑣2

0
𝑟 .

1.64.

𝜔 = √3 с−1, 𝜀 = 0.
1.65. Ускорение 𝐚𝐶 направлено от 𝐶 к 𝐵, 𝑎𝐶 = 𝑎.
1.66.

𝜔 = √2 с−1, 𝜀 = 1 с−2, 𝑎𝐶 = 6 м/с2,
направлено от 𝐶 к 𝐷.
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1.67.

𝑎 = 1
2√𝑎2

𝐴 + 𝑎2
𝐵 − 𝑎𝐴𝑎𝐵 = 5√3 м/с2.

1.68.

𝜔 = 𝜔0
𝑅 − 𝑟

𝑅 , 𝜀 = 𝜀0
𝑅 − 𝑟

𝑅 ,

𝑎𝐿 = √𝜔4
0(𝑙 + (𝑅 − 𝑟)2

𝑅 )

2

+ 𝜀2
0(𝑙 + 𝑅 − 𝑟)2,

𝑎𝐾 = √𝜔4
0(𝑙 − (𝑅 − 𝑟)2

𝑅 )

2

+ 𝜀2
0(𝑙 − 𝑅 + 𝑟)2,

𝑎𝑀 =

√√√√√

⎷

𝜀2
0(𝑙2 + (𝑅 − 𝑟)2) − 2𝜀0𝜔2

0𝑙(𝑅 − 𝑟) 𝑟
𝑅 +

+ 𝜔4
0(

(𝑅 − 𝑟)4

𝑅2 + 𝑙2
)

.

В случае 𝑅 = 𝑟 получим

𝜔 = 0, 𝜀 = 0, 𝑎𝐿 = 𝑎𝐾 = 𝑎𝑀 = 𝑙√𝜔4
0 + 𝜀2

0.

1.69.

𝜔 = 𝑣
√𝑅2 + 𝑟2

𝑅𝑟 , 𝜀 = 𝑣2

𝑅𝑟.

1.70.

𝑎ос. =
2𝑣2 sin 𝜑

2
𝑅2𝑟 √(𝑟2 + 𝑅2)(𝑅2 + 𝑟2 cos2 𝜑

2 ),

𝑎вр. = 𝑣2

𝑅𝑟√𝑅2 + 𝑟2 cos2 𝜑.

1.71.

𝜔 = 𝑙
𝑟𝜔0, 𝜀 = 𝑙

𝑟√𝜀2
0 + 𝜔4

0,

𝑎𝐴 = 𝑙
𝑟√

4(𝑟𝑙𝜀0)2 + 𝜔4
0(𝑟4 + 𝑙4 + 6𝑙2𝑟2)

𝑟2 + 𝑙2 , 𝑎𝐵 = 𝑙
𝑟𝜔2

0√𝑙2 + 𝑟2.
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1.72.

𝐯𝐵 = −2√2𝜋ℎ
𝑇 𝐞𝑥, 𝛚 = −2𝜋

𝑇 𝐞𝑦, 𝛆 = 4𝜋2

𝑇 2 𝐞𝑥,

𝐚𝐴 = 4√2𝜋2ℎ
𝑇 2 𝐞𝑧, 𝐚𝐵 = −4√2𝜋2ℎ

𝑇 2 (𝐞𝑦 + 𝐞𝑧).

1.73.

𝛚 = 𝜔1(𝐞𝑧 − ctg 𝛼𝐞𝑦), 𝛆 = 𝜔2
1 ctg 𝛼𝐞𝑥,

𝐚𝐶 = 𝜔2
1ℎ(𝐞𝑦 + ctg 𝛼𝐞𝑧), 𝐚𝐷 = −𝜔2

1ℎ(3𝐞𝑦 + ctg 𝛼𝐞𝑧),

𝜔1 = ±𝜋𝑛
30 с−1.

1.74.

𝛚 = ±√
𝑎

𝑅 tg 𝛼𝐞𝑂𝐴.

1.75. Мгновенная угловая скорость 𝜔 = 4𝜋 с−1 направлена по 𝑂𝑀1;
мгновенное угловое ускорение 𝜀 = 16𝜋2 sin 2𝛽 лежит в плоскости 𝑥𝑂𝑦
и направлено перпендикулярно 𝑂𝑀1. 𝐯𝑀1

= 𝟎 и 𝐯𝑀2
= 2𝐯𝑂1

. Ускоре-

ние 𝑎𝑀1
= 32𝜋2ℎ sin 𝛽 лежит в плоскости 𝑂𝑀1𝑀2, перпендикулярно

𝑂𝑀1 и направлено внутрь конуса; ускорение 𝐚𝑀2
= 𝐚𝑀2 вр.

+𝐚𝑀2 ос.
, со-

ставляющая 𝑎𝑀2 вр.
= 𝑎𝑀1

лежит в той же плоскости перпендикулярно

𝑂𝑀2 и направлено наружу от конуса; ускорение 𝑎𝑀2 ос.
= 32𝜋2ℎ sin 𝛽

направлено к оси 𝑂𝑀1 перпендикулярно ей.

1.76.

𝛚 = (𝜔2 + 𝜔1 − 𝜔2
2 )𝐞𝑂𝐴 + 𝜔1 − 𝜔2

2
𝑅
𝑟 𝐞𝑂𝐶.

1.77. Мгновенная ось вращения:

𝑥 + 2𝑦 = 0, 3𝑥 + 𝑧 = 0; 𝜔 = √10,25 с−1.
1.78.

𝛚 = 𝑢(𝐞𝑥 − 2𝐞𝑦), 𝛆 = 𝜀0𝐞𝑥 − 2𝜀0𝐞𝑦 − 2𝑢2𝐞𝑧,
𝐯𝐵 = 4𝑢𝑟𝐞𝑧, 𝑢 = 𝜔0 + 𝜀0𝑡.

1.79.

𝜔 = √3𝜔1, 𝜀 = 3√3
4 𝜔2

1, 𝑣𝐶 = 2𝑅𝜔1, 𝑎𝐶 =
𝜔2

1𝑅√57
2 .
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1.80. Угловая скорость

𝜔 = √𝜔2
1 + (

𝜋𝑛
30 )

2
+ 𝜋𝑛

15
𝜔1 cos 𝛼

лежит в плоскости 𝑆𝑂𝑧, образуя с лучом 𝑂𝑆 угол 𝛽,

tg 𝛽 = 𝜔1 sin 𝛼
𝜔1 cos 𝛼 + 𝜋𝑛

30
;

угловое ускорение

𝜀 = 𝜋𝑛𝜔1
30 sin 𝛼

направлено перпендикулярно плоскости𝑆𝑂𝑧 в сторону её вращения.
1.81.

𝛚 = 2𝜔1𝐞𝑦 + 𝜔1𝐞𝑥, 𝛆 = 𝜔2
1𝐞𝑧,

𝑎𝐾 вр. = 10√5
3 𝜔2

1, 𝑎𝐾 ос. = 0, 𝑎𝐿 вр. = 𝑎𝐾, 𝑎𝐿 ос. = 10√5𝜔2
1.

1.82.

𝑣𝐴 = 𝑣𝐵 = 𝑅𝜔1, 𝑎𝐴 = 𝑎𝐵 = 𝑅𝜔1√4𝜔2
2 + 𝜔2

1, 𝜀 = 𝜔1𝜔2.

1.83.

̇𝑧𝐶 = 0,
𝑥̇𝐶 = 𝑅( ̇𝜃 sin 𝜓 − 𝜑̇ sin 𝜃 cos 𝜓),

̇𝑦𝐶 = −𝑅( ̇𝜃 cos 𝜓 + 𝜑̇ sin 𝜃 sin 𝜓).
1.84.

𝑣 = 𝑅𝜔
√𝑎2 + 𝑥2

𝑥 .

1.85.

𝑣 = 𝑅𝜔 𝑥
√𝑥2 − 𝑅2

.
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1.86.

𝑣𝐴 = √
4𝑎2𝜋2

𝜔2 − 4𝑅𝜔𝜑0(2𝑎 𝜋
𝜔 − 𝑅𝜔𝜑0) cos2 𝑎𝜋2

2𝑅𝜔2 ,

𝑎𝐴 =

√√√√√

⎷

((
2𝑎𝜋
𝑅𝜔 − 𝜔𝜑0)

2
𝑅 + 𝑅𝜔2𝜑2

0 cos 𝑎𝜋2

𝑅𝜔2 )
2

+

+ (2𝑎 + 𝑅𝜔2𝜑2
0 sin 𝑎𝜋2

𝑅𝜔2 )
2

.

1.87.

𝜔1 = 𝑅𝜔 − 𝑣
𝑟 .

1.88. Клин движется поступательно,

𝑣 =
√𝑣2

1 + 𝑣2
2 − 2𝑣1𝑣2 cos 2𝛼

2 cos 𝛼 .

1.89. Скорость равна 𝑣𝑑
𝑟 и перпендикулярна к 𝐴𝐵.

1.90.
𝑣(𝑅 − 𝜌)
𝜌(𝑅 − 𝑟) .

1.91.

𝜔 = (1 + √2)Ω.
1.92.

𝑎 = 𝑏((
𝑣
𝑏 − 𝜔)

2
+ 2(

𝑣
𝑏 − 𝜔)Ω − Ω2

).

При 𝑣 = 𝜔𝑏 получим 𝑎 = −𝑏Ω2, при 𝑣 = 0 получим 𝑎 = 𝑏((Ω − 𝜔)2 −
2Ω2). Положительным направлением угловых скоростей принято
направление против часовой стрелки, а ускорений— вправо от 𝑀.

1.93. Угловая скорость 𝜔 = 𝜔0 и направлена против часовой стрелки.
Мгновенный центр скоростей 𝐶 лежит на продолжении 𝑂𝐴,

𝐴𝐶 = 3𝑅, 𝑣𝑀 = 𝑅𝜔0√10, 𝑎𝑀 = 𝑅√10(𝜀2
0 + 𝜔4

0) − 12𝜀0𝜔2
0.

1.94.

𝑣𝐴 = 6 см/с, 𝑎𝐴 = 2√6 + √2 см/с2.
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1.95.

𝑣1 = 𝜔𝑣𝑡, 𝑎1 = 𝑅−1√𝜔4𝑣2𝑅2𝑡2 + 𝑣4,

𝑣2 = √(𝑣 + 𝜔(𝑣𝑡 − 𝑅))2 + (𝑣 − 𝜔𝑅)2,

𝑎2 = 𝑅−1√((𝑣 − 𝜔𝑅)2 − 𝜔2𝑅𝑣𝑡)2 + 𝜔2𝑅2(2𝑣 − 𝜔𝑅)2,

𝑣3 = √4(𝑣 − 𝜔𝑅)2 + 𝑣2𝜔2𝑡2,

𝑎3 = 𝑅−1√(2(𝑣 − 𝜔𝑅)2 − 𝑣2)2 + 𝜔4𝑣2𝑅2𝑡2,

𝑣4 = √(𝑣 − 𝜔(𝑣𝑡 + 𝑅))2 + (𝑣 − 𝜔𝑅)2,

𝑎4 = 𝑅−1√((𝑣 − 𝜔𝑅)2 + 𝜔2𝑅𝑣𝑡)2 + 𝜔2𝑅2(2𝑣 − 𝜔𝑅)2.
1.96. При 𝑡 = 0 с:

𝑣𝑀 = 10√2𝜋 см/с, 𝑎𝑀 = 5
3𝜋2 см/с2;

при 𝑡2 = 1 с:

𝑣𝑀 = 10𝜋 см/с, 𝑎𝑀 = 5
3𝜋2√10 + 3√3 см/с2.

1.97.

𝑣𝐷 = 30√6 см/с, 𝑎𝐷 = 120√3 см/с2.
1.98.

𝐯 = 𝜔
(

𝑂𝐴 sin 𝛼
𝑎 cos 𝜔𝑡 cos 𝛼
𝑎 cos 𝜔𝑡 sin 𝛼)

, 𝐚 =
⎛
⎜
⎜
⎝

sin 𝛼(𝜀 ⋅ 𝑂𝐴 + 2𝜔2𝑎 sin 𝜔𝑡)
−𝑎𝜔2 sin 𝜔𝑡 cos 𝛼

−𝜔2 sin 𝛼(𝑂𝐴 + 𝑎 sin 𝜔𝑡)

⎞
⎟
⎟
⎠

,

𝑂𝐴 = 𝑒 + 𝑎 sin 𝜔𝑡.
1.99.

𝑎𝑀 = 40
3 𝜋2√13 + 6√3 см/с2.

1.100.

1)
𝜔1
𝜔2

= 1
cos 𝛼; 2)

𝜔1
𝜔2

= cos 𝛼; 3)
𝜔1
𝜔2

= 1 − sin2 𝛼 sin2 𝜑
cos 𝛼 .

1.101. Угловая скорость диска равна 𝑣
𝑟 . В системе координат 𝑂𝑥𝑦𝑧

мгновенная ось вращения задаётся уравнениями

𝑦 − 𝑥 = 𝑟 и √2𝑥 − 𝑧 = 0.
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1.102. Уравнения оси винта 𝑧 = 𝑎, 𝑦 = 2𝑎; угловая скорость 𝜔 = − 𝑣
𝑎 ;

линейная скорость 𝑣.
1.103.

𝐯 = 𝛎 ̇𝜌, 𝐚 = −𝛕𝑣
𝜌 ̇𝜌 + 𝛎 ̈𝜌, 𝜌 = 𝑣3

|𝐚 × 𝐯|
.

1.104.

𝛚 = (𝐯 ⋅ 𝛕)
𝜌 𝛃, 𝛆 = (

( ̇𝐯 ⋅ 𝛕)
𝜌 − (𝐯 ⋅ 𝛕) ̇𝜌

𝜌2 )𝛃.

1.106.

1) 𝛚 =
√2𝑣

𝑟 𝐞𝐾𝐿, 𝛆 = 𝑣2

𝑟(𝑅 − 𝑟)𝐞𝑛 +
√2

𝑟 √𝑎2 − (
𝑣2

𝑅 − 𝑟)
2
𝐞𝐾𝐿;

2) 𝛚 =
√2𝑣

𝑟 𝐞𝐾𝐿, 𝛆 = 𝑣2

𝑟(𝑅 + 𝑟)𝐞𝑧 +
√2

𝑟 √𝑎2 − (
𝑣2

𝑅 + 𝑟)
2
𝐞𝐾𝐿.

Здесь 𝐾 и 𝐿—точки касания шара с плоскостью и цилиндром соот-
ветственно, 𝐞𝑛 —вектор нормали к плоскости, определяемой осью
цилиндра и центром шара.

2.1.

ℎmax = 𝑅(
𝑣0
𝑐 )

2

, 𝜏 =
𝑅𝑣0
𝑐2 + 2𝑔𝑅2

𝑐3 arcsin
𝑣0

√2𝑔𝑅
,

где 𝑐 = √2𝑔𝑅 − 𝑣2
0.

2.2.

𝑥 =
𝐹0

𝑚𝜔2 (1 − cos 𝜔𝑡) + 𝑣0𝑡.

2.3. 1) 𝑣2
0 > 𝑣2

1 + 2𝑔ℎ; 2) cos 𝛼 = 𝑣1
𝑣0
.

2.4.

𝑙 =
√3
2 𝐿, ℎ = 𝐿

8 .

2.5.

ℎ =
2𝑣2

0
𝑔 ⋅ 1 − tg 𝛼1 tg 𝛼2

(tg 𝛼1 + tg 𝛼2)2 .

2.6. Окружность,

𝑟 =
𝑣2

0
2𝑔.
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2.7.

𝑣 = 𝑣0 sin 𝛼 при 𝑣2
0 > 𝑔𝑙

sin 2𝛼
.

2.8.

tg 𝛼 = 2𝑦1 − 𝑥1 tg 𝛽
𝑥1

, 𝑣2
0 =

𝑥2
1 − 4𝑥1𝑦1 sin 𝛽 cos 𝛽 + 4𝑦2

1 cos2 𝛽
2(𝑦1 cos 𝛽 − 𝑥1 sin 𝛽) cos 𝛽

𝑔.

2.9.

𝑣0
√

𝑚𝑔
𝑚𝑔 + 𝜇𝑣2

0

.

2.10. Встреча произойдёт при

𝑇 = 1
𝑘 ln

𝑣0
𝑣0 − 𝑘𝑠

при условии 𝑣0 > 𝑘𝑠. Первое тело пройдёт до встречи расстояние

𝑠1 = 𝑔
𝑘(𝑇 − 𝑠

𝑣0 ).

2.11. На 4,9 см.

2.13.

𝑥 =
𝑣0 cos 𝛼0

𝑘𝑔 (1 − 𝑒−𝑘𝑔𝑡), 𝑦 = 1
𝑘2𝑔

(1 + 𝑘𝑣0 sin 𝛼0)(1 − 𝑒−𝑘𝑔𝑡) − 𝑡
𝑘;

lim
𝑡→+∞

𝑣 = 1
𝑘.

2.14.

𝑣 = √𝑔(√ℎ2 + 𝑙2 + ℎ).

2.15. 𝑑 = 𝑣2

𝑔 . Нисколько, камень не может попасть в пешехода.

2.16. Эллипс

𝑘𝑥2

𝑚𝑣2
0

+ 𝑦2

𝑙2 = 1.

2.17. Прямая

𝑥 + 3𝑦 = 𝑎; 𝑣𝑀 = √
10
3 ⋅ 𝑎𝑘 sin(√3𝑘𝑡).

2.18. Парабола, параметр которой равен
𝑚𝑣2

0
𝑒𝐸 .

2.19. Окружность радиуса
𝑚𝑣0
𝑒𝐻 .
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2.20. В системе координат с началом, совпадающим с начальным
положением частицы в поле, осью 𝑥, направленной вдоль 𝐯0, и осью 𝑦,
направленной вдоль 𝐄, траектория

𝑦 = − 𝑒𝐴
𝑚𝑘2 (1 − cos 𝑘

𝑣0
𝑥).

2.21.

𝐹 = 8𝑚𝑎2𝑐2

𝑟5
, 𝑣 = 2𝑎𝑐

𝑟2 ,

где 𝑐
2 — секторная скорость точки.

2.22. Логарифмическая спираль 𝑟 = 𝑟0𝑒
𝑘
𝑐 𝜑, где 𝑘 = √𝑎2 − 𝑐2.

2.23. Гипербола

(
𝑥
𝑎 )

2
− (

𝑘𝑦
𝑣0 )

2
= 1.

2.25.

𝜑0 = 𝜋
2 ± 𝜋

6
, 𝑣0 = √

𝛾𝑀
𝑟0

,

где 𝛾—универсальная гравитационная постоянная.

2.26.

𝑀1𝑀2 = 𝑅1
𝑅2

𝑎.

2.27. В полярной системе координат с началом в отверстии и осью,
направленной к первоначальному положению шарика, закон движе-
ния имеет вид

𝑟 = 𝑅 − 𝑎𝑡, 𝜑 =
𝑣0𝑡

𝑅 − 𝑎𝑡 .

Натяжение нити

𝑇 =
𝑚𝑣2

0𝑅2

(𝑅 − 𝑎𝑡)3 .

2.28.

𝑥 = 𝑚𝑔𝑙 sin(𝛼 − 𝜑)
𝑐 cos 𝜑 (1 − cos(𝑡√

𝑐
𝑚𝑙 )).

2.29.

𝑣 = √𝑣2
0 + 2𝑔𝑟(cos 𝜑 − 1), 𝑁 = 𝑀𝑔(

𝑣2
0

𝑔𝑟 + 3 cos 𝜑 − 2).
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2.30. 1) Если 𝑣0 > √5𝑔𝑟, то шарик обходит всю окружность, причём

величина его скорости изменяется от 𝑣0 до √𝑣2
0 − 4𝑔𝑟; 2) если

√2𝑔𝑟 < 𝑣0 < √5𝑔𝑟,
то шарик покидает окружность при

𝜑 = arccos(
2
3 −

𝑣2
0

3𝑔𝑟) < 𝜋

со скоростью

𝑣1 = √
𝑣2

0 − 2𝑔𝑟
3 ;

3) если 0 < 𝑣0 < √2𝑔𝑟, то шарик совершает колебания по дуге окруж-
ности, амплитуда которых равна

𝜑 = arccos(1 −
𝑣2

0
2𝑔𝑟) < 𝜋

2 .

2.31. В системе координат с началом, совпадающим с начальным
положением точки, осью 𝑥, направленной горизонтально, и осью 𝑦,
направленной вниз, траектория задаётся уравнением

𝑥2 = 8𝑔
9𝑐2 𝑦3.

Эту линию называют полукубической параболой.

2.32.

𝜏 = 6√
𝑟
𝑔 = 3𝜏1,

𝜏1 —время свободного падения с высоты 2𝑟.
2.33.

𝑚𝑔(1 + 2𝑏2

𝑎2 ).

2.34. 𝑣 = 1,77 м/с.

2.35.

ℎ0 = 𝑟(1 + cos 𝛼 + 1
2 cos 𝛼);

ℎ0 минимальна при 𝛼 = 𝜋
4 .
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2.36. Давление равно

𝑁 = (𝑐𝑅 + 𝑚𝑔)(3 cos 2𝜑 − 2 cos 2𝜑0) − 𝑐𝑅
и направлено наружу при 𝑁 > 0, внутрь при 𝑁 < 0.
2.37.

𝑁 =
𝑚𝑣2

0 cos2 𝛼
𝑟 .

2.38. При 𝑣0 < √𝑔𝑅 камень сойдёт с купола при

𝜑 = arccos(
2
3 +

𝑣2
0

3𝑔𝑅).

Если 𝑣0 > √𝑔𝑅, то камень сойдёт в начальный момент.

2.39.

𝑁 = 𝑚𝑔
𝑅 (3ℎ − 2ℎ0 −

𝑣2
0

𝑔 ).

2.40.

𝑟2 = 𝑒2𝑡 + 𝑒−2𝑡, tg(
𝜑

√2
+ 𝜋

4 ) = 𝑒2𝑡.

2.41.

𝑁 = 𝑚 sin 𝛼(𝑔 +
𝑎2𝑣2

0 sin 2𝛼
2𝑟3 ).

2.42.

𝑂𝑀 ′ = 𝑎 ch 𝜔𝑡, 𝑁 = 2𝑎𝑚𝜔2 sh 𝜔𝑡.
2.44.

𝑣отн. = 𝜔√𝐿2 − 𝑥2
0.

2.45.

𝜏 = 1
𝜔 ln

𝐿 + √𝐿2 − 𝑥2
0

𝑥0
.

2.46.

𝑥̈ = 𝜔2𝑥 − sign 𝑥̇ ⋅ 𝑓√𝑔2 + 4𝜔2𝑥̇2.
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2.47.

𝐴𝑀 = 1
2𝜔((𝑎𝜔 + 𝑣0)𝑒𝜔𝑡 + (𝑎𝜔 − 𝑣0)𝑒−𝜔𝑡) − 𝑎;

𝑁 = 𝑚𝜔((𝑎𝜔 + 𝑣0)𝑒𝜔𝑡 − (𝑎𝜔 − 𝑣0)𝑒−𝜔𝑡 + 𝜔√𝑅2
1 − 𝑎2

);

𝑡1 = 1
𝜔 ln 𝜔(𝑎 + 𝑙) + 𝑣1

𝜔𝑎 + 𝑣0
; 𝑣1 = √𝑣2

0 + 𝜔2(𝑅2
2 − 𝑅2

1),

где

𝑎 =
𝑅2

2 − 𝑅2
1 − 𝑙2

2𝑙 .

2.48.

𝑣 = √𝑣2
0 + 2𝑟2𝜔2(cos 𝜑0 − cos 𝜑);

𝑁 = 𝑚𝑟((𝜔 + 𝑣
𝑟 )

2
− 𝜔2 cos 𝜑); 𝜏 = 2𝜋

𝜔 .

2.49. Равномерное движение по дуге окружности радиуса
𝑣0

2𝜔 sin 𝜑 , где

𝜔—угловая скорость суточного вращения Земли.

2.50.

𝑥 =
𝑥0
2 (𝑒𝜔𝑡 + 𝑒−𝜔𝑡); 𝑧 = 𝑧0 − 𝑔𝑡2

2 ; 𝑁 = 𝑚𝑥0𝜔2(𝑒𝜔𝑡 − 𝑒−𝜔𝑡).

2.52. Если начальная относительная скорость точки 𝑣0 не равна ну-
лю, точка будет двигаться в плоскости с постоянной скоростью 𝑣0,
описывая окружность радиуса

𝑣0
2𝜔 . Если 𝑣0 = 0, то точка останется

неподвижной относительно плоскости.

2.53.

𝑥 = 𝜔2𝑎
𝑘2 − 𝜔2 (ch √𝜔2 − 𝑘2𝑡 − 1) при 𝑘 = √

𝑐
𝑚 < 𝜔;

𝑥 = 𝜔2𝑎𝑡2

2 при 𝑘 = √
𝑐
𝑚 = 𝜔;

𝑥 = 2 𝜔2𝑎
𝜔2 − 𝑘2 sin2 √𝑘2 − 𝜔2

2 𝑡 при 𝑘 = √
𝑐
𝑚 > 𝜔.

2.54.

1) 𝑎 = 𝑔 tg 𝛼; 2) 𝜏 = 2𝜋√
𝑙

𝑔 cos 𝛼.



96 Ответы

2.55.

𝑂𝑀 = 1
2(𝑎 −

√2𝑔
𝜔2 )(𝑒

√2𝜔𝑡
2 + 𝑒− √2𝜔𝑡

2 ) +
√2𝑔
𝜔2 .

2.56.

̈𝜃 + (
𝑔
𝑅 − 𝜔2 cos 𝜃) sin 𝜃 = 0;

̇𝜃2 − 𝜔2 sin2 𝜃 − 2𝑔
𝑅 cos 𝜃 = const .

2.57. С точностью до членов порядка 𝜔2 ускорение силы тяжести
равно

𝑔1(𝜑) = 𝑔(1 − 𝜔2𝑅 cos2 𝜑
𝑔 ),

где 𝑔—ускорение силы тяжести на полюсе, 𝜑— географическая ши-
рота места. Приближённо

𝑔1(𝜑) = 9,81(1 − cos2 𝜑
289 ) м/с2.

2.58. Через

12
sin 𝜃(

1
2 + 𝑘)

часов, где 𝑘 = 0, 1, 2, ….

2.63.

2 arctg √−𝑉 ″(𝜉)
𝑚 .

2.65.
2𝜋

√
𝑉 ″(𝑥0)

𝑚

.

2.66.

𝑡2 − 𝑡1 = ln tg(
𝜋
4 + 𝜑2

4 ) − ln tg(
𝜋
4 + 𝜑1

4 ).

2.71.
𝑀𝑟2

2 (1 − sin 𝛼
𝛼 ).

2.72.
𝑀𝑎2

3 .
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2.73.
1
12𝑀(3𝑏2 + 3𝑐2 − 𝑎2).

2.74.
𝑀
36

(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2).

2.75.
𝑀
2 (𝑎2 + 𝑏2).

2.76.
2𝑀

5
𝑅5 − 𝑟5

𝑅3 − 𝑟3 .

2.77.

𝐴 = 𝐵 = 𝑀
2 (𝑅2 + 5

4𝑟2
), 𝐶 = 𝑀(𝑅2 + 3

4𝑟2
).

2.79.

𝐽𝜉𝑖𝜉𝑗
= 𝐽𝑖 + 𝑚(

3

∑
𝑗=1

𝑎2
𝑗 − 𝑎2

𝑖 ), 𝐽𝜉𝑖𝜉𝑘
= 𝑚𝑎𝑖𝑎𝑘, 𝑖 ≠ 𝑘.

2.81.

1) 𝐽𝑥 = 𝐽𝑦 = 𝐽𝑧 = 2𝑀𝑎2

3 ;

2) 𝐽𝑥 = 𝑀(𝑏2 + 𝑐2)
3 , 𝐽𝑦 = 𝑀(𝑎2 + 𝑐2)

3 , 𝐽𝑧 = 𝑀(𝑎2 + 𝑏2)
3 ;

3) 𝐽𝑥 = 𝑀𝑏2

3 , 𝐽𝑦 = 𝑀𝑎2

3 , 𝐽𝑧 = 𝑀(𝑎2 + 𝑏2)
3 ;

4) 𝐽𝑥 = 𝐽𝑦 = 𝑀𝑅2

4 , 𝐽𝑧 = 𝑀𝑅2

2 ;

5) 𝐽𝑥 = 𝐽𝑦 = 𝑀(
𝑅2

4 + 𝐻2

12 ), 𝐽𝑧 = 𝑀𝑅2

2 ;

6) 𝐽𝑥 = 𝐽𝑦 = 𝑀(
𝑅2

1 + 𝑅2
2

4 + 𝐻2

12 ), 𝐽𝑧 = 𝑀
2 (𝑅2

1 + 𝑅2
2);

7) 𝐽𝑥 = 𝐽𝑦 = 𝐽𝑧 = 2𝑀𝑅2

5
;

8) 𝐽𝑥 = 𝐽𝑦 = 3𝑀(4𝑅2 + ℎ2)
80 , 𝐽𝑧 = 𝑀𝑅2

5
.
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2.82.

𝐽𝑥𝑦 = 𝐽𝑧𝑦 = 0, 𝐽𝑥𝑧 = (𝐽𝑧1
− 𝐽𝑥1

)sin 2𝛼
2 = 𝑀𝑟2

8 sin2 𝛼.

2.83.

𝐽𝑥𝑦 = 𝐽𝑧𝑦 = 0, 𝐽𝑥𝑧 = 𝑀
2 (

𝑟2

4 + 𝑎2
) sin 2𝛼.

2.84.

𝐽𝑦𝑧 = 𝑀
12

𝑎𝑏(𝑎2 − 𝑏2)
𝑎2 + 𝑏2 .

2.85. Эллипс с полуосями 𝑀
𝑀+𝑚 𝑅 и 𝑅.

2.86. 1) Гармонические колебания с амплитудой

𝐴 =
𝑙(𝑀2 + 2𝑀3)

𝑀1 + 𝑀2 + 𝑀3

и периодом 𝑇 = 2𝜋
𝜔 ;

2) 𝜔 > √
𝑀1 + 𝑀2 + 𝑀3

𝑀2 + 2𝑀3
⋅ 𝑔

𝑙 ;

3) 𝑙𝜔2(𝑀2 + 2𝑀3).
2.87. Центр обруча и жук описывают концентрические окружности
радиусов

𝑚
𝑚 + 𝑀𝑎 и

𝑀
𝑚 + 𝑀𝑎

соответственно. Центр окружностей лежит на отрезке, соединяющем
центр обруча и жука в начальном положении, и делит его на части,
обратно пропорциональные их массам.

2.88.

𝜔 = 𝜔0
4𝑀 + 3𝑚

4(𝑀 + 3𝑚).

2.89.

𝜔 = √
2𝑀𝑔ℎ𝐽
𝐽 2 + 4𝑘2 (𝑒− 𝜋𝑘

𝐽 + 2𝑘
𝐽 ).

2.90.

𝑣1 = 𝑚2√
2𝑘

𝑎(𝑚1 + 𝑚2) , 𝑣2 = 𝑚1√
2𝑘

𝑎(𝑚1 + 𝑚2) .
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2.91.

𝜃 − 𝜃0 =
√

𝑅2 − 𝑙2

𝑅2 − 𝑙2 + 𝑀
𝑚 (𝑅2 − 2

3 𝑙2)
⋅

⋅ arctg 𝑎𝑡2

2√𝑅2 − 𝑙2 + 𝑀
𝑚 (𝑅2 − 2

3 𝑙2)
.

2.92.

𝑎 = 2𝑔
3 , 𝜀 = 2𝑔

3𝑟 , 𝑇 = 𝑚𝑔
3 , 𝑅 = 0.

2.93.

𝑎 = 2𝑔
3 sin 𝛼, 𝑅 = 𝑀𝑔√1 − 8

9 sin2 𝛼, tg 𝛽 = 1
3 tg 𝛼,

𝛽—угол реакции с нормалью к наклонной плоскости.

2.94.

𝑎 =
2𝑔 sin 𝛼 − 𝑎0

3 , 𝑇 = 𝑀
𝑔 sin 𝛼 + 𝑎0

3 .

2.95.

𝑎 = 2𝑔 sin 𝛼, 𝑇 = 𝑀𝑔 sin 𝛼.
2.96.

𝜔2 =
2𝑎𝑔(cos 𝜑 − cos 𝜑0)

𝑟2 + 𝑎2 + 𝑘2 − 2𝑎𝑟 cos 𝜑
, 𝑇 = 2𝜋√

(𝑟 − 𝑎)2 + 𝑘2

𝑎𝑔 .

2.97.

𝑎 = 4𝑄
4𝑀 + 3𝑚.

2.98.

𝑣𝐵 = √𝑔(ℎ − 𝑦)(4𝑙2 − 𝑦2)
𝑙2 + 𝜌2 .

2.99.

1) Эллипс с полуосями 𝑑 и 2𝑑;

2) 𝑣𝐶 =
√

6𝑔
(𝑑2 − 𝑦2)(𝑦0 − 𝑦)

4𝑑2 − 3𝑦2 ;

3) 𝑅𝐴 = 4
7𝑀𝑔.
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2.100.

cos 𝜑 = √1 + 𝑛2 − 𝑛, где 𝑛 =
𝑣2

0
6𝑔𝑙

.

2.101.
3
2 .

2.102.

𝑅𝑥 = 𝑀𝑔𝑙2

𝑘2 (3 cos 𝜑 − 2 cos 𝜑0) sin 𝜑,

𝑅𝑦 = 𝑀𝑔𝑙2

𝑘2 ((3 cos 𝜑 − 2 cos 𝜑0) cos 𝜑 − 1) + 𝑀𝑔,

𝑅𝑟 = 𝑀𝑔 cos 𝜑 +
2𝑀𝑔𝑙2(cos 𝜑 − cos 𝜑0)

𝑘2 ,

𝑅𝑝 = 𝑀𝑔𝑘2 − 𝑙2

𝑘2 sin 𝜑.

2.103.

𝑇1 = 2𝜋√
𝑙
𝑔, 𝑇2 = 2𝜋√

𝑙2 + 𝑘2

𝑔𝑙 .

2.104. При sin 𝛼 6 𝑀𝑔
𝑆 закон движения

𝑥 = 𝑆
𝑀

𝑅(𝑅 cos 𝛼 − 𝑟)
2(𝜌2 + 𝑅2)

𝑡2.

При cos 𝛼 > 𝑟
𝑅 каток катится вправо, при cos 𝛼 < 𝑟

𝑅 —влево.

2.105.

𝜔 = √
3𝑔
𝑙 (sin 𝜑0 − sin 𝜑),

𝑁𝐴 = 3
4𝑀𝑔(3 sin 𝜑 − 2 sin 𝜑0) cos 𝜑,

𝑁𝐵 = 1
4𝑀𝑔(1 − 6 sin 𝜑 sin 𝜑0 + 9 sin2 𝜑).

Стержень отойдёт от стены при sin 𝜑 = 2
3 sin 𝜑0.

2.106.

𝜔 = √
3𝑔
𝑙 (1 − 1

9 sin2 𝜑0) sin 𝜑0, 𝑣𝐴 = 1
3 sin 𝜑0√𝑔𝑙 sin 𝜑0.

2.107.

𝑆 = 𝑀𝑔
4 .
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2.108.

𝑆 = 2√3
13 𝑀𝑔.

2.109.

𝜔 = 2√
𝑔

7𝑅, 𝛼 = arccos 4
7.

2.110.

𝑎1 = 𝑔(3𝑀1 + 2𝑀2) sin 𝛼 − 𝑀2 sin 𝛽
3(𝑀1 + 𝑀2) ,

𝑎2 = 𝑔𝑀1 sin 𝛼 − (3𝑀1 + 2𝑀2) sin 𝛽
3(𝑀1 + 𝑀2) ,

𝑇 = 𝑀1𝑀2𝑔(sin 𝛼 + sin 𝛽)
3(𝑀1 + 𝑀2) .

2.111.

̈𝜌 − 𝑅𝜑̈ − 2
3𝜌𝜑̇2 = 2

3𝑔 cos 𝜑,

(𝜌2𝜑̇) ̇− 𝑅𝜌𝜑̇2 = −𝑔𝜌 sin 𝜑,
3
2𝑅2

(
̇𝜌

𝑅 − 𝜑̇)
2

+ 𝜌2𝜑̇2 − 2𝑔(𝜌 cos 𝜑 − 𝑅 sin 𝜑) = const .

2.112. Пусть (𝑥, 𝑦) — координаты центра масс стержня, а 𝜃 — угол,
который образует стержень с осью 𝑂𝑥. Тогда

𝑥 = 𝑐1𝑡 + 𝑐2, 𝑦 = 𝑐3 sin(𝑘𝑡 + 𝑐4), ̈𝜃 = −𝑘2 sin 𝜃 cos 𝜃,
где 𝑐1, 𝑐2 и 𝑐3 —произвольные постоянные.

2.113.

𝑎 = 𝑚𝑔 sin 2𝛼
3(𝑚 + 𝑀) − 2𝑚 cos2 𝛼

.

2.114. 𝜑 = arctg 1
2 .

2.115.

𝜔 = 2 cos 𝛼
𝑅 √

2𝑔ℎ𝑛
𝜇(𝜇 − 2 cos2 𝛼)

, 𝑣 = √
2𝑔ℎ𝑛𝜇

𝜇 − 2 cos2 𝛼
,

где

𝜇 = 𝑀 + 2𝑚
𝑚 , tg 𝛼 = ℎ

2𝜋𝑅.

2.116. В неподвижной декартовой системе, имеющей начало в цен-
тре инерции системы, положение диска зададим координатами 𝜉
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и 𝜂 его центра масс и углом 𝜑 поворота диска. В этих координатах
уравнения движения имеют вид

𝜑 = 𝛽
2𝑅𝑡2,

𝜉 = − 𝑚𝑅
𝑚 + 𝑀 cos 𝛼 + 𝛽

2𝑅 𝑡2, 𝜂 = − 𝑚𝑅
𝑚 + 𝑀 sin 𝛼 + 𝛽

2𝑅 𝑡2,

где

𝛽 = − 𝑚𝑀𝛼𝑅2

((𝑚 + 𝑀)𝐽 + 𝑚𝑀𝑅2)
, 𝐽 = 𝑀𝑅2

2 .

2.117.

𝑎 = (𝑚 + 𝑀) sin 2𝛼
3𝑀 + 𝑚(1 + 2 sin2 𝛼)

𝑔, 𝑁 = (𝑚 + 𝑀)(3𝑀 + 𝑚) cos 𝛼
3𝑀 + 𝑚(1 + 2 sin2 𝛼)

𝑔.

2.118.

𝐊 = 𝑀𝑅2

4 𝜔 sin 𝛼𝐞𝜉 + 𝑀𝑅2

2 𝜔 cos 𝛼𝐞𝜂,

где 𝐞𝜂 —нормаль к плоскости диска, 𝐞𝜉 — единичный вектор, лежа-
щий в плоскости, определяемой осью вращения и вектором 𝐞𝜂, и
перпендикулярный к 𝐞𝜂.

2.119.

𝐾𝑂 = 𝑚𝜔
4

√𝑅4 cos2 𝛼 + 4(𝑅2 + 2𝑒2)2 sin2 𝛼;

вектор 𝐊𝑂 составляет с плоскостью диска угол 𝛽 такой, что

tg 𝛽 = 2(𝑅2 + 2𝑒2)
𝑅2 tg 𝛼.

2.120. Горизонтальные составляющие реакций равны

𝑁𝐴 = 𝑁𝐵 = 𝑀𝑅2𝜔2

8𝑙 sin 2𝛼,

лежат в плоскости, проходящей через 𝑂𝑧 и нормаль к плоскости
диска.

2.121.

𝐊 = (
𝑀𝑅2

4 + 𝑀𝐻2

12 )𝜔 sin 𝛼𝐞𝜉 + 𝑀𝑅2

2 cos 𝛼𝐞𝜂,

где 𝐞𝜉 направлен вдоль оси цилиндра, а 𝐞𝜂 лежит в плоскости, опреде-
ляемой осью вращения и вектором 𝐞𝜉, и перпендикулярен последне-
му.
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2.122. Горизонтальные составляющие реакций равны

𝑁𝐴 = 𝑁𝐵 = 𝑀𝜔2 sin 2𝛼
2ℎ (

𝑙2

3 − 𝑟2

4 ),

противоположны по направлению и лежат в плоскости 𝑂𝑧𝜁.
2.123.

𝜔 = 2√
𝑔
𝑎.

2.124. 𝜔2 = 2𝜔1.

2.125. 𝜔2 = 𝜔1√1 + 3 sin2 𝛼; tg 𝛽 = 2 tg 𝛼.
2.126.

𝑚 = 𝐽𝜔𝜔1 sin 𝜑
𝑔𝑎 .

2.127.

𝐹 ≈
𝑃 3𝑧3

𝐶
𝐽 2𝑔𝜔2 sin 𝜃.

2.128. В обоих случаях реакция равна

𝐑 = −𝑚𝐠 𝑟2

2𝑙2 + 𝑟2 .

2.129.

𝑠 = 𝑀
2𝑘 ln(1 +

𝑘𝑣2
0

𝑀𝑔𝑓).

2.130. 𝑣2
0 = 𝑟𝑔 sh(4𝑓𝜋).

2.131.

𝑣2 = 2𝑔𝑟
1 + 4𝑓 2 (1 − 2𝑓 2 − 3𝑓𝑒−𝑓𝜋).

2.132.

𝑠 =
𝑣2

0
2𝑔(𝑓 cos 𝛼 − sin 𝛼)

.

2.133.

𝑓 =
𝑣2

0
2𝑔𝑠 .

2.134.

𝑣0 6 √
2𝑔𝑅

1 + 4𝑓 2 (√1 + 𝑓 2𝑒−2𝑓𝜑0 − (1 − 2𝑓 2)), tg 𝜑0 = 𝑓.
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2.135.

𝑣0 > √
𝑔𝑅

1 + 4𝑓 2 (2(1 − 2𝑓 2) + 3𝑒2𝜋𝑓).

2.136. Движение по винтовой линии возможно при условии

tg 𝛼 − 𝑘√1 + (𝑓 ′(𝑟0) cos 𝛼)2 = 0,

где tg 𝛼 = 𝑎
𝑟0
. Скорость движения равна 𝑣 = √𝑔𝑟0𝑓 ′(𝑟0).

2.137.

1) 𝑥 = 𝑥0 cos(√
𝑓𝑔
𝑙 𝑡); 2) 𝑓 = 4𝜋2𝑙

𝑔𝑇 2 .

2.138. При условии, что tg 𝛼 > 𝑓. Скорость равна

𝑣 = 𝑣0√
sin 𝛼 − 𝑓 cos 𝛼
sin 𝛼 + 𝑓 cos 𝛼

.

2.139.

𝑎 = 3𝑔𝐹 − 𝑓(𝑚 + 𝑀)
3𝑀 + 𝑚 .

2.140.

tg 𝛼 6
𝑘2 + 𝑟2

𝑘2 𝑓.

2.141.

𝑠 = 𝑟𝑣2(2𝑀1 + 𝑀2)
2(𝑚 − (𝑀1𝑓к + 𝑓𝑀2𝑟)𝑔) .

2.142.

𝜔 = 2
𝑟 √

𝑚 − 𝑀2𝑔𝑟(sin 𝛼 + 𝑓 cos 𝛼)
𝑀1 + 2𝑀2

⋅ 𝜑.

2.143.

𝑚 6 𝑓𝑀𝑔𝑟2 + 𝜌2

𝑟 .

2.144.

𝑚 6 𝑓𝑀𝑔𝑟2 + 𝜌2

𝑟 + 𝑀𝑔𝑓к.

2.145.

𝐹 6 𝑓𝑀𝑔𝑟2 + 𝜌2

𝜌2 .
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2.146.

𝐹 6 𝑀𝑔𝑓(𝑟2 + 𝜌2) − 𝑓к𝑟
𝜌2 .

2.147.
𝑓𝑔𝑡

2 .

2.148.
𝑓𝑔𝑡

4 .

2.149. 𝛼 > arctg 3𝑓, 𝑎 = 𝑔(sin 𝛼 − 𝑓 cos 𝛼).
2.150.

𝑠 =
3𝑟𝑣2

0
4𝛿𝑔 .

2.151.

𝑠 =
𝑣2

0
2𝑔

5𝑘 + 𝛿 + 4𝑟𝑓

(3 𝛿
𝑟 + 𝑓)𝑘 + 4𝛿𝑓

; 𝑘2 = 𝑙2 − 𝑟2.

2.152. Цилиндр катится с проскальзыванием, его центр масс движет-
ся с ускорением

𝑎 = 𝑔sin(𝛼 − 𝜑)
cos 𝜑 ,

где 𝜑 = arctg 𝑓—угол трения; угловое ускорение цилиндра

𝜀 = 𝑓𝑔𝑟
𝑘2 cos 𝛼.
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