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МЕТОДИЧЕСКИЕ МАТЕРИАЛЫ 

по дополнительным разделам курса «Теоретическая механика»

для студентов механиков 3, 4 и 5 семестры
ОГРАНИЧЕННАЯ КРУГОВАЯ ЗАДАЧА ТРЕХ ТЕЛ
   Пусть два массивных твердых тела (материальные точки 
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 вращаются по круговым орбитам вокруг их центра масс с постоянной угловой скоростью под действием силы взаимного притяжения по закону  Всемирного тяготения. Пусть тела расположены на оси 
[image: image5.wmf]Ox

 системы координат 
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 равномерно вращающейся вокруг оси 
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 с единичной угловой скоростью и их координаты равны 
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   Для точки 
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, описывающей окружность с центром в начале координат, справедливы второй закон Ньютона в проекции на ось 
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 - гравитационная постоянная в законе Всемирного тяготения, а 
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 - угловая скорость вращения точки 
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также оказывается равной единице. Напомним, что расстояние между точками 
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   Рассмотрим движение материальной точки 
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 с массой 
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 в плоскости 
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. Эта задача носит название ограниченной круговой задачи трех тел. Уравнение движение в неинерциальной системе координат 
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 запишем в виде
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  Здесь 
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 - их модули. Два последних члена в уравнении (1) представляют центробежную силу инерции и силу инерции Кориолиса. Система двух уравнений (1) относительно переменных  
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 не интегрируется в общем случае, хотя  и имеет один первый интеграл, представляющий закон сохранения обобщенной энергии (интеграл Якоби) 
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  Относительные равновесия точки 
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 в системе координат 
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 являются стационарными точками эффективной потенциальной энергии 
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    Второе уравнение системы (2) допускает решение  
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. В этом случае эффективная потенциальная энергия становится функцией одного аргумента 
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 и принимает вид
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   Функция 
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 принимает отрицательные значения, при 
[image: image46.wmf]x

 стремящемся к плюс или минус бесконечности стремится к минус бесконечности. Она имеет две вертикальные асимптоты при 
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, при приближении к которым с двух сторон функция стремится к минус бесконечности.  У функция 
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. Эти положения равновесия называются точками либрации Эйлера и обозначаются  буквами 
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     Кроме рассмотренного выше решения, второе уравнение системы (2) допускает решение, удовлетворяющее соотношению
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      В этом случае из первого уравнения системы (2) следует равенство 
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      Тогда из уравнений (3),  (4)  получим   
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 образуют равносторонний треугольник со стороной единица. Можно построить два таких треугольника, когда ордината вершины 
[image: image57.wmf]M

 положительна  или отрицательна.  Эти точки обозначаются буквами 
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 и называются точками либрации Лагранжа.
ВТОРОЙ МЕТОД ЛЯПУНОВА ИССЛЕДОВАНИЯ УСТОЙЧИВОСТИ.

ФУНКЦИЯ ЛЯПУНОВА И ТЕОРЕМА ЛЯПУНОВА.
    Пусть движение механической системы описывается уравнениями Лагранжа второго рода
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   Определитель матрицы 
[image: image60.wmf]A

 положителен, поскольку он определяет положительно определенную квадратичную форму в выражении кинетической энергии системы.

    Введем новые переменные 
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, с помощью которых уравнения (1) представим в виде, разрешенном относительно производных первого порядка
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  Для выполнения этой процедуры необходимо использовать обратную матрицу 
[image: image63.wmf]1

-

A

, которая существует в силу отмеченного выше ее свойства. Предположим. Что система (2) имеет решения, определенные на интервале от нуля до бесконечности, и пусть 
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  Система (3) имеет нулевое решение и решения с начальными условиями из окрестности нуля.
О. Решение 
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 устойчиво по Ляпунову, если для любого 
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, где норма определяется, например, в виде   
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    Выбор нормы в определении устойчивости по Ляпунову не влияет на определяемое свойство движения, так как в конечномерном пространстве все нормы эквивалентны.

   Рассмотрим функцию 
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 (свойство постоянства знака производной в силу уравнений движения).

  О. Функция  
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 со свойствами (а), (б), (в) называется функцией Ляпунова.
Т. Ляпунова. Если существует функция Ляпунова, то нулевое решение системы (3) устойчиво по Ляпунову.

    ◄Сфера   
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 Согласно определению функции Ляпунова (условие в) имеем неравенство 
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  Допустим, что существует момент времени 
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МЕТОД РАУСА ИГНОРИРОВАНИЯ ЦИКЛИЧЕСКИХ КООРДИНАТ.

УРАВНЕНИЯ РАУСА.

     Допустим, что обобщенные координаты разбиваются на две группы: циклические координаты 
[image: image99.wmf])
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      Уравнения Лагранжа второго рода 
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 имеют циклические первые интегралы
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     Здесь 
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 соответственно. Соотношения (3) представляют систему линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных  
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где 
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 - компоненты обратной матрицы диагонального минора 
[image: image111.wmf])
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  Следуя идее Рауса, получим систему дифференциальных уравнений порядка 
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     Полный дифференциал функции Рауса представим двумя выражениями
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   Приравнивая коэффициенты при одинаковых дифференциалах, получим равенства

           
[image: image115.wmf]t
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   Заменим в 
[image: image116.wmf]m

 первых уравнениях системы (2) частные производные функции Лагранжа  согласно равенствам (6) на частные производные функции Рауса и получим систему уравнений Рауса
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   Заметим, что значения циклических интегралов в функции Рауса определяются начальными условиями движения и в дальнейшем не меняются. После того как найдено решение уравнений Рауса, т.е. зависимости 
[image: image118.wmf])
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, циклические координаты находятся путем вычисления интегралов по времени
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     Как и в случае уравнений Лагранжа, из уравнений Рауса получается интеграл обобщенной энергии, если функции Лагранжа и Рауса не зависят явно от времени
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   Уравнения Рауса полностью аналогичны уравнениям Лагранжа и имеют те же свойства, только порядок этих уравнений на 
[image: image121.wmf])
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 единиц меньше, чем у соответствующих уравнений Лагранжа, и имеет место зависимость функции Рауса от 
[image: image122.wmf])
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  параметров – постоянных циклических интегралов.

СТАЦИОНАРНЫЕ ДВИЖЕНИЯ И ИХ УСТОЙЧИВОСТЬ.

СФЕРИЧЕСКИЙ МАЯТНИК
  Пусть в механической системе  имеется  
[image: image123.wmf])
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 циклических координат, и соответствующая функция Рауса не зависит явно от времени.

  О.Решение уравнений Рауса, соответствующее постоянным значениям позиционных координат 
[image: image124.wmf]p
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,  при заданных значениях циклических интегралов, называется стационарным движением исходной системы уравнений Лагранжа.
  Циклические координаты при этом являются линейными функциями времени, поскольку согласно соотношениям (8) подынтегральная функция постоянна на стационарном движении, и, следовательно,
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   Устойчивость стационарных движений исследуется как устойчивость положений равновесия по позиционным координатам на основании уравнений Рауса.  В этом случае возможно применение теоремы Лагранжа об устойчивости положения равновесия в ее модифицированном виде или второго метода Ляпунова. Значения постоянных циклических интегралов можно возмущать или считать их неизменными на возмущенных движениях. 

  В качестве примера рассмотрим задачу о сферическом маятнике, функция Лагранжа которого имеет вид

                      
[image: image126.wmf]q

q

j

q

q

j

q

cos

)

sin

(

2

1

)

,

,

(

2

2

2

2

l

g

m

l

m

L

+

+

=

&

&

&

&


     Здесь 
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 - масса материально точки, длина маятника и ускорение свободного падения, 
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,

 - сферические координаты. Угол 
[image: image129.wmf]q

  отсчитывается от нижнего положения равновесия, когда маятник висит по вертикали, а угол 
[image: image130.wmf]j

 составляет вертикальная плоскость, в которой находится маятник и его точка подвеса, с аналогичной плоскостью в начальный момент движения. Угол 
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 задан по модулю 
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 циклическая, и справедливы следующие соотношения
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         Уравнение Рауса примет вид
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  Стационарное движение маятника соответствует экстремуму измененной потенциальной энергии
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  Угол 
[image: image138.wmf]0
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 в положении равновесия является корнем последнего уравнения (стационарная точка измененной потенциальной энергии)  
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. Для определения устойчивости стационарного движения воспользуемся теоремой Лагранжа, для чего вычислим вторую производную в стационарной точке
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  Из неравенства (10)  следует, что стационарная точка является изолированным минимумом  измененной потенциальной энергии, и, значит, стационарное движение устойчиво по Ляпунову.

     Циклическая координата изменяется по закону
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ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ИЛИ ПРЕЦЕССИОННАЯ ТЕОРИЯ ГИРОСКОПА
     Изучим движение симметричного твердого тела (гироскопа) с неподвижной точкой 
[image: image142.wmf]O

, приведенного в быстрое вращение вокруг оси динамической симметрии. Положение гироскопа относительно инерциальной системы координат 
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 определим углами Эйлера, введя в рассмотрение систему координат Резаля 
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, относительно которой гироскоп вращается с угловой скоростью  
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. Угловая скорость системы координат Резаля   
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     Если момент внешних сил 
[image: image152.wmf]0
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, то уравнения (1) описывают движение симметричного твердого тела в случае Эйлера, и тело совершает регулярную прецессию, когда угол нутации постоянен и постоянны угловые скорости прецессии и собственного вращения. Здесь речь идет о других углах Эйлера, связанных с направлением постоянного вектора момента количеств движения. Как было принято выше, будем считать, что угловая скорость собственного вращения намного больше угловой скорости прецессии. В этом случае вектор момента количеств движения близок по направлению к оси симметрии тела и описывает в теле круговой конус с малым углом при вершине.

    Если момент внешних сил относительно точки 
[image: image153.wmf]O

 отличен от нуля, то в проекции на ось 
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 уравнение (1) имеет вид
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      Пусть 
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     Произведения компонент угловой скорости системы координат Резаля в левой части уравнений (2) малы по сравнению со вторыми членами (
[image: image160.wmf]1
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). Пренебрегая этими членами, представим систему уравнений (2) в комплексной форме
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     Если момент 
[image: image162.wmf]M

 задан как функция времени, то общее решение неоднородного линейного уравнения (3) с постоянными коэффициентами имеет вид
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  Здесь 
[image: image164.wmf]n

 - частота нутаций. В случае постоянного момента решение (4) принимает вид
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  Первое слагаемое в правой части равенства (5) является линейной комбинацией синуса и косинуса и порождает колебания оси гироскопа с малыми амплитудами на частоте нутаций 
[image: image166.wmf]n

, если малы отношения 
[image: image167.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image168.wmf])
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. Непериодическая составляющая угловой скорости системы координат Резаля определяется из формулы (5) в виде
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  Формулы (6) используют в случаях, когда, когда момент внешних сил является функцией времени, относительное изменение которой мало по сравнению  с частотой нутационных колебаний, т.е. 
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. В этом случае уравнения (6) называются уравнениями прецессионной или элементарной теории гироскопов.

  П. В случае гироскопа Лагранжа момент силы тяжести в системе координат Резаля равен
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и уравнения (6) принимают вид
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  Отсюда следует, что найденное движение является регулярной прецессией.

ДВИЖЕНИЕ ОДНОРОДНОГО ШАРА ПО ШЕРОХОВАТОЙ ПЛОСКОСТИ
  Пусть однородный шар радиуса 
[image: image173.wmf]a

катится по плоскости 
[image: image174.wmf]2
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 без проскальзывания под действие силы 
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, приложенной к центру шара, и момента сил 
[image: image176.wmf]M

. В точке 
[image: image177.wmf]K

контакта шара с плоскостью на него действует реакция связи 
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. Тензор инерции шара относительно центра масс  точки 
[image: image179.wmf]C

 представляется шаровым тензором 
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[image: image181.wmf]m

 - масса шара. Теоремы о движении центра масс и об изменении момента количеств движения относительно центра масс представляются в форме
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  Здесь  
[image: image183.wmf])
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  - радиус-вектор центра масс шара и его угловая скорость,  
[image: image184.wmf]3
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. Условие качения шара бае проскальзывания в точке контакта имеет вид
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где 
[image: image187.wmf]K

v

 -  скорость точки контакта.  Исключая реакцию связей из уравнений (1), получим уравнение 
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из которого определяется угловая скорость шара при заданной силе и моменте сил. 

  Пусть шар катится по наклонной плоскости, когда 
[image: image189.wmf])
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  - угол наклона плоскости к горизонту.  В этом случае уравнение (3) примет вид
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   Центр масс шара согласно (2) будет двигаться по закону
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Описывая в наклонной плоскости параболу. Качение шара без проскальзывания обеспечивается за счет силы сухого трения в точке контакта. Компоненты реакции связи в точке контакта определяются из первого уравнения системы (1) с учетом соотношений (4)
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    Качение  шара без проскальзывания будет возможно, если величина реакции связей не превосходит максимального значения силы трения.  Это условие выражается неравенством 
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. Кроме этого необходимо, чтобы в начальный момент времени выполнялось условие (2)  на скорость точки 
[image: image196.wmf]K

 шара  - отсутствие проскальзывания в начальный момент времени.  

  Рассмотрим движение шара по горизонтальной шероховатой плоскости 
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 с проскальзыванием в точке контакта,  когда условие (2)  не выполняется в начальный момент движения. Реакция связи в точке контакта равна
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   Пусть на шар не действуют внешние активные силы и моменты, кроме силы тяжести. Уравнения (1) в этом случае примут вид
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     Воспользуемся соотношением (2) для скорости точки контакта и найдем
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     Отметим, что производная единичного вектора  ортогональна ему самому. Далее найдем  
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, когда скорость проскальзывания  в точке контакта обращается в нуль. Начиная с этого момента шар будет катиться без проскальзывания согласно соотношениям (4), представленным в виде
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    В уравнения (6) угловое ускорение 
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 горизонтальна. До момента времени 
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 из первого уравнения системы (5) найдем движение центра масс шара и его скорость
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    Согласно (7) центр масс шара движется по параболе и одновременно уменьшается по линейному закону модуль скорости в точке контакта шара с плоскостью. 

    Изменение угловой скорости шара найдем из второго уравнения системы (5) представленного в виде
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    После прекращения проскальзывания угловая скорость шара будет оставаться постоянной  в силу соотношения (2) и постоянства скорости центра масс шара.

ПОВЕДЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ ПРИ НАЛОЖЕНИИ СВЯЗИ

( комментарий и добавление к соответствующему параграфу учебника)
1. Рассматривается случай общего положения, когда все собственные частоты различны и все  
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. В этом случае все рассуждения соответствую учебнику, и результат следующий:  
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2.   Если   
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 остается неизменным. Следовательно, не изменяется нормальная форма колебаний и собственная частота  
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3. Допустим, что система имеет кратные собственные частоты, например, 
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которым соответствует собственное линейное подпространство 
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 размерности 
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. Уравнение линейной связи в нормальных координатах имеет вид
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          Введем в пространстве 
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 новый ортогональный базис, положив координату                                                        
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         Отсюда согласно п. 2 следует, что нормальным координатам 
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, а изменение нормальных форм и собственных частот для оставшихся координат 
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 происходит согласно п. 1.
ЗАДАЧА КЕПЛЕРА - НЬЮТОНА В ПЕРЕМЕННЫХ ДЕЛОНЕ.

ПЕРТУРБАЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ.

     В качестве примера использования канонических переменных действие – угол и метода усреднения рассмотрим задачу Кеплера – Ньютона о движении материальной точки в центральном поле притяжения по закону Всемирного тяготения при наличии консервативных и неконсервативных возмущений. Рассмотрим частный случай, когда возмущающие силы находятся в плоскости, в которой происходит  невозмущенное движение. В невозмущенной задаче сохраняется вектор момента количества движения, а движение происходит по эллипсу, расположенному в ортогональной плоскости 
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. В полярной системе координат кинетическая энергия, обобщенные импульсы и функция Гамильтона записываются в виде

         
[image: image227.wmf]r

m

r

m

p

m

p

r

m

p

r

m

p

r

r

m

T

r

r

m

j

j

j

j

-

+

=

H

=

=

+

=

2

2

2

0

2

2

2

2

2

2

,

,

),

(

2

&

&

&

&


       Полный интеграл уравнения Гамильтона – Якоби
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согласно методу разделения движений найдем в виде
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   Знак плюс или минус перед интегралом выбирается в зависимости от того положителен или отрицателен импульс 
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. Выясним смысл постоянных величин 
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 и 
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 в выражении полного интеграла. Постоянная 
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 соответствует циклической переменной 
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 и равна значению циклического интеграла 
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 направленного по неподвижной оси 
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 связана со значением интеграла полной механической энергии 
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 при движении точки по кеплеровской эллиптической орбите.  Найдем величину момента количества движения при движении точки по круговой орбите с данным значением полной энергии. В этом случае справедливы соотношения
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   Отсюда следует, что величина 
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, т. е. равна модулю момента количества движения точки с заданной энергией при движении по круговой орбите.

   Примем в качестве производящей функции канонического преобразования  функции 
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. Заметим, что в новых канонических переменных невозмущенный гамильтониан равен 
[image: image243.wmf])

2

/(

)

(

2

3

2

0

L

m

E

L

K

m

-

=

=

H

=

. Это означает, что канонические переменные 
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   являются переменными действие, а сопряженные им угловые переменные 
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    Полученные канонические переменные 
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 называются переменными Делоне, а канонические уравнения движения в новых переменных имеют вид
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Из которых следует, что все канонические переменные, кроме «быстрой» переменной 
[image: image249.wmf]l

, являются постоянными.

      Выясним механический смысл угловых переменных. Первое равенство в (1) представим в форме
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   С помощью подстановки 
[image: image251.wmf])
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 после интегрирования получим уравнение Кеплера 
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  - средняя и эксцентрическая аномалии соответственно.

     Переменная 
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, определенная в (1) , постоянна согласно каноническим уравнениям. Далее найдем
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[image: image257]
   Отсюда следует, что угловая переменная 
[image: image258.wmf]g

 определяет полярный угол перигея эллиптической орбиты, а угол 
[image: image259.wmf]J

 - истинная аномалия, связанная с эксцентрической аномалией соотношением  
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. Заметим, что согласно полученным формулам, радиус 
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 является функцией переменных 
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      Рассмотрим два вида возмущений, одно из которых порождается дополнительным членом в выражении гамильтониана 
[image: image263.wmf])
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, а второе задается  неконсервативной силой 
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 малый параметр в том смысле, что соответствующие возмущающие силы малы по сравнению с основной силой гравитационного взаимодействия точки с притягивающим центром. Функция 
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 называется пертурбационной. Канонические уравнения возмущенного движения в переменных Делоне имеют вид

                        
[image: image267.wmf]G

L

g

l

Q

g

H

g

Q

G

H

L

n

l

Q

g

H

G

Q

l

H

L

-

¶

¶

=

-

¶

¶

+

=

+

¶

¶

-

=

+

¶

¶

-

=

1

1

1

1

,

)

(

,

e

e

e

e

&

&

&

&

                                    (3)

  Обобщенные силы в уравнениях (3) определяются из выражения элементарной работы
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   Уравнения (3) получены из вариационного принципа Гамильтона – Остроградского в форме Пуанкаре при наличии неконсервативных сил
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     Роль канонических переменных в данном случае играют переменные Делоне. Система уравнений (3) имеет стандартный вид для  применения метода усреднения, поскольку она состоит из одного уравнения для быстрой переменной 
[image: image270.wmf]l

 и трех уравнений для медленных переменных 
[image: image271.wmf]g

G

L

,

,

. Понятие медленной переменной означает, что скорость ее изменения пропорциональна величине малого параметра, т.е. мала по сравнению со скоростью изменения быстрой переменной, имеющей порядок единицы. Скорость изменения быстрой переменной претерпевает малые возмущения. Метод усреднения в данном случае означает замену правых частей уравнений (3) их средними значениями, имея в виду разложения периодических функций, стоящих в правых частях, в ряд Фурье по быстрой переменной 
[image: image272.wmf]l

. Таким образом, функции, стоящие в правых частях уравнений (3) следует заменить их средними значениями
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  Определение средних значений в некоторых случаях удобно производить с использованием истинной аномалии
[image: image274.wmf]J

, так как от нее зависят подынтегральные функции. Согласно ранее приведенным формулам найдем
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ЭВОЛЮЦИЯ ВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕНИЯ ПЛАНЕТЫ
  Рассмотрим два вида возмущений, одно из которых порождается дополнительным членом в выражении гамильтониана 
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, а второе определяется диссипативной силой  
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 и 
[image: image279.wmf]c

 малые величины в том смысле, что соответствующие возмущающие силы малы по сравнению с основной силой гравитационного взаимодействия точки с притягивающим центром. Заметим, что возмущающие силы являются центральными силами, что влечет сохранения момента количества движения и сохраняет движение плоским. Подобного рода возмущения возникают при рассмотрении вязкоупругих свойств шарообразной деформируемой планеты, заменяющей материальную точку. Канонические уравнения возмущенного движения в переменных Делоне имеют вид
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   Обобщенные силы в уравнениях (1) определяются из выражения элементарной работы
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     Система уравнений (1) имеет стандартный вид для  применения метода усреднения, поскольку она состоит из одного уравнения для быстрой переменной 
[image: image282.wmf]l

 и двух уравнений для медленных переменных 
[image: image283.wmf]g
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.  Переменная 
[image: image284.wmf]G

 в рассматриваемом случае остается постоянной при наличии возмущений. Понятие медленной переменной означает, что скорость ее изменения пропорциональна величине малого параметра, т.е. мала по сравнению со скоростью изменения быстрой переменной, имеющей порядок единицы. Скорость изменения быстрой переменной претерпевает малые возмущения. Усредним правые части уравнений (1) по быстрой переменной 
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 и получим эволюционные уравнения для медленных переменных 
[image: image286.wmf]L

 и 
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, сохранив для усредненных значений переменных исходные обозначения. Имеем
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   Согласно определению среднего значения получим следующее выражение
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    Учитывая равенства
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     Уравнение, описывающее эволюцию переменной 
[image: image292.wmf]L

, представляется в виде
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  Отсюда следует, что каноническая переменная 
[image: image294.wmf]L

 убывает и стремится к стационарному значению 
[image: image295.wmf]G
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, а эксцентриситет орбиты 
[image: image296.wmf]e

 стремится к нулю. В результате эволюции эллиптическая орбита стремится к круговой орбите.

  Каноническая переменная 
[image: image297.wmf]g

, определяющая полярный угол перигея орбиты, изменяется согласно усредненному уравнению системы (1)
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    Поскольку функция 
[image: image299.wmf])
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 является периодической нечетной функцией относительно переменной  
[image: image300.wmf]l

, то ее среднее значение по этой переменной равно нулю. Далее получим 
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   Операции интегрирования при вычислении среднего значения и дифференцирования по параметру можно выполнять в любой последовательности, что и было использовано в предыдущем соотношении. Воспользуемся равенством
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  Усредненное уравнение для переменной 
[image: image304.wmf]g

 представляется в форме
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    Перигей орбиты медленно вращается против часовой стрелки, что означает прецессию невозмущенной орбиты в процессе ее эволюции. Отметим, что за это явление отвечает консервативное возмущение исходного гамильтониана, а изменение эксцентриситета орбиты вызывается воздействием диссипативных сил.

ПЕРЕМЕННЫЕ АНДУАЙЕ ДЛЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА С НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКОЙ
  Рассмотрим твердое тело с неподвижной точкой, движущееся по инерции (случай Эйлера). Принимая в качестве независимых обобщенных координат углы Эйлера, и используя кинематические формулы Эйлера, представим кинетическую энергию тела в виде
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  Здесь 
[image: image307.wmf]j
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  - углы Эйлера,  а  
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 - главные моменты тензора инерции относительно неподвижной точки 
[image: image309.wmf]O

.  Канонические импульсы и функция Гамильтона определяются формулами
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    Свяжем с телом систему координат 
[image: image311.wmf]Oxyz

, оси которой являются главными осями инерции тензора инерции 
[image: image312.wmf]}
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. Угловая скорость вращения тела и вектор момента количеств движения в проекциях на подвижную систему координат  
[image: image313.wmf]Oxyz

  равны 
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. В неподвижной системе координат 
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 вектор момента количеств движения определяется в виде
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    Определим с помощью двух вращений подвижную систему координат 
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 направлен по оси 
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 (рис.). Первое вращение осуществляется вокруг оси 
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[image: image324]
                                                                    Рис.

   Далее осуществим переход от системы координат 
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 к системе координат 
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 связанной с телом с помощью трех поворотов аналогичных углам Эйлера   
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     ◄Для доказательства леммы рассмотрим равенства

                               
[image: image337.wmf]ω

e

ω

g

G

I

p

p

p

T

2

2

=

=

+

+

=

j

q

y

j

q

y

&

&

&

 

    Угловая скорость при введении переменных Андуайе путем пяти последовательных поворотов системы координат равна согласно теореме сложения вращений сумме угловых скоростей  
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    Здесь  
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 - орты соответствующих осей.  В результате получим
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       Следовательно, разность двух дифференциальных форм
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   Отсюда, согласно определению канонического преобразования, следует, что переход от канонических переменных Эйлера 
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 является каноническим преобразованием, а, значит, переменные Андуайе являются каноническими переменными.►
    Вектор момента количеств движения в проекциях на главные оси инерции 
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    В случае отсутствия внешних сил гамильтониан 
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 соответствует случаю Эйлера движения твердого тела вокруг неподвижной точки. Если твердое тело обладает динамической симметрией 
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     Канонические уравнения 
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имеют простое решение 
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 и описывают регулярную прецессию твердого тела в случае Эйлера.

ЭВОЛЮЦИЯ ВРАЩЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА В ПЕРЕМЕННЫХ АНДУАЙЕ

   Пусть движение симметричного твердого тела подвержено возмущениям двух типов: либо в выражении функции Гамильтона появляются малые добавки
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либо на тело действует момент сил сопротивления, элементарная работа которого на возможных перемещениях равна 
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    Здесь 
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    Канонические уравнения в переменных Андуайе, соответствующие возмущению  
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    Хотя в системе имеются две быстрые переменные 
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, правые части полученных  уравнений зависят только от одной быстрой переменной 
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 получает в первом приближении по малому параметру 
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 малую периодическую добавку, а в среднем не меняется. Усредняя правые части четвертого и пятого уравнений системы (1) по быстрой переменной 
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    Во втором случае выразим скалярное произведение 
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   Канонические уравнения в этом случае принимают вид
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   Из канонических уравнений (2) следует закон сохранения проекций вектора момента количеств движения на ось симметрии тела 
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 – первые интегралы в случае Лагранжа. Правые части уравнений (2) зависят от одной быстрой переменной 
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 получает малое периодическое возмущение и в среднем остается равной своему невозмущенному значению, быстрые угловые переменные 
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    В третьем случае, когда возмущения являются силами сопротивления, элементарная работа, определенная выше, представляется в виде
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    Далее  найдем 
[image: image384.wmf]0

2

1

2

=

=

=

N

G

N

G

N

z

e

e

e

e

e

e



[image: image385.wmf]1
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    Обобщенные силы равны коэффициентам при соответствующих вариациях
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     Правые части обобщенных сил зависят от одной быстрой переменной  
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. Усредненные по этой переменной  уравнения представляются в виде

    
[image: image388.wmf]0

),

(

),

(

,

]

)

[(

]

)

[(

,

3

2

2

2

1

1

1

2

2

1

2

1

1

1

2

2

3

3

1

2

2

2

1

2

1

1

1

2

1

1

1

=

=

=

+

-

-

=

+

-

-

=

-

=

-

-

-

-

-

-

-

-

-

j

w

j

w

j

e

e

e

&

&

&

&

&

&

I

I

I

A

I

A

C

I

I

d

I

I

I

A

I

A

C

d

I

I

C

d

I

           (3)

   Согласно уравнениям (3) скорости угловых переменных не претерпевают изменений. Переменная  
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 стремится к нулю по закону 
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решение которых запишем в виде
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    Вращение тела под действием диссипативных сил замедляется, и его угловая скорость стремиться к нулю. Углы 
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 не изменяются, и остается постоянным направление  вектора  момента количеств движения 
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ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА ВОКРУГ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ С НЕГОЛОНОМНОЙ СВЯЗЬЮ (ЗАДАЧА  Г.К.СУСЛОВА)
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 связана с твердым телом. На теле в точке 
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 направлена вдоль оси 
[image: image406.wmf]2

Ox

, поскольку скольжение конька происходит вдоль его лезвия. В результате оказывается справедливым равенство
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  Здесь 
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Рис. 1

    Динамические уравнения Эйлера движения твердого тела с неподвижной точкой имеют вид
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    Здесь 
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 интеграл – закон сохранения кинетической энергии
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    В явном виде соотношение (3) с учетом равенства нулю проекции угловой скорости тела 
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   Уравнение (4) является уравнением эллипса на плоскости 
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    Стационарные решения уравнений (5), когда их правые части обращаются в нуль, соответствуют перманентным вращениям вокруг оси, лежащей в плоскости 
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      В дальнейшем угловая скорость не меняется в силу уравнений (5). Существует вырожденный случай, когда центробежные моменты инерции 
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    Исследуем устойчивость стационарных точек уравнений (5), используя уравнения в вариациях. Пусть 
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    Характеристическое уравнение линейной системы дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами представляется в форме 
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    Характеристическое уравнение (8) имеет один нулевой корень, который возникает как следствие существования интеграла энергии. Второй действительный корень является линейной комбинацией начальных значений проекций угловых скоростей 
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     Первому интегралу (4) удовлетворяют две пары начальных условий 
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, которым соответствуют перманентные вращения вокруг одной и той же оси, но в разных направлениях. В зависимости от знака соответствующего корня (9) одно из этих вращений оказывается устойчивым, а второе – неустойчивым. Общая картина движения на плоскости переменных 
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 – неустойчивое стационарное вращение,  
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– устойчивое стационарное вращение. 

    Эллипс является множеством точек, на котором выполняется условие (4). Если начальные условия движения выбрать на эллипсе вблизи точки 
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, то вращение тела происходит таким образом, что изображающая точка движется по эллипсу. Как видно из рисунка, возможны два сценария движения по эллипсу в зависимости от возмущений начальных условий: движение по стрелке часов или движение в противоположном направлении. Отметим, что в начале движения ось вращения тела достаточно долго остается в окрестности неустойчивого стационарного вращения, а затем быстро переходит в окрестность устойчивого стационарного вращения, и затем асимптотически стремиться к нему.

   Найдем решение уравнений (5). Сделаем замену переменных 
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при которой интеграл энергии (4) превращается в тождество при любом 
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Уравнение (11) с разделяющимися переменными представим в форме
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и далее найдем
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где 
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– произвольная постоянная. Правая часть уравнения (12) стремится к бесконечности, когда 
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  стремится к бесконечности. Следовательно, 
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, когда время стремится к бесконечности. Знаки плюс или минус соответствуют двум возможным сценариям движения, отмеченным выше, когда движение тела стремится к стационарному вращению вокруг прямой 
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. В стационарном движении конек описывает окружность на сфере радиуса 
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    Отметим, что углы Эйлера, определяющие ориентацию твердого тела, удовлетворяют системе уравнений, полученной из кинематических уравнений Эйлера
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в которой функции времени 
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 определяются из соотношений (10), (12).
  Литература:   Суслов Г.К. Теоретическая механика. ОГИЗ. М.-Л. 1946. 655 с.
ДИНАМИКА СИСТЕМЫ ПЕРЕМЕННОГО СОСТАВА
   Модели механических систем переменного состава используются для описания движений летательных аппаратов, нитей переменной длины, твердых тел, взаимодействующих со сплошной средой. Изучению динамики систем переменного состава в курсе теоретической механики уделяется, по мнению автора, недостаточное внимание и носит фрагментарный характер, поскольку этот раздел механики может быть представлен как в курсе теоретической механики, так и в курсе механики сплошной среды. В учебниках по теоретической механике теория систем переменного состава либо отсутствует, либо ее изложение не достаточно конструктивно. Традиционно этот раздел механики излагается в курсе классической теоретической механики [1–6] и присутствует в задачниках [7, 8]. Наибольшее внимание динамике систем переменного состава уделено в учебниках [1-3]. Теории систем переменного состава посвящены работы [9,10].
   В последние годы возрос интерес к методам механики систем переменного состава в связи с моделированием контактных взаимодействий тел с учетом их деформаций и наличием смазки в контактных зонах. Отметим, что силовое взаимодействие в системах переменного состава в ряде случаев сводится к ударным явлениям, характеризуемым скачками поля скоростей точек, составляющих механическую систему. Если масса точек, испытывающих удары в данный момент времени равна нулю, то такое взаимодействие можно назвать «мягкими» ударами при условии, что это взаимодействие происходит в каждый момент времени. «Мягкие» удары описываются реактивными силами. Если происходит изменение состава системы при скачкообразном изменении массы системы в какой-то момент времени, например, падение метеорита на Землю, то такого рода взаимодействие описывается «жестким» ударом, при котором скачком изменяются скорости материальных точек положительной массы.   

      Ниже представлено последовательное изложение динамики систем переменного состава и  приведены примеры, поясняющие теоретические положения. 
ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ТЕОРЕМЫ
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      Здесь 
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   О. Механической системой переменного состава называется система 
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    Уравнение движения системы свободных материальных точек 
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   Определим количество движения системы переменного состава как вектор
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     Т.1. Производная по времени от количества движения системы переменного состава (3) равна сумме равнодействующей внешних сил 
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где 
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     Рассмотрим  моменты времени 
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 и  приращение количества движения системы переменного состава (3)
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       Функции 
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 может иметь разрыва первого рода. Далее с точностью до малых порядка 
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     Здесь 
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 (рис. 1). Заменим поле ускорений в соотношении (5) согласно (2) полем активных сил, разделим полученное соотношение  на 
[image: image511.wmf]t
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 и перейдем к пределу при 
[image: image512.wmf]t
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 стремящимся к нулю. В результате получим равенство (4), если учесть, что интеграл от поля активных сил равен интегралу от внешних активных сил согласно третьему закону Ньютона.

  Замечание 1. Реактивная сила представленная в соотношениях (4) обращается в нуль, если 
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. В этом случае система  превращается в систему постоянного состава.

   Замечание 2. Скорости точек покидающих множество 
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 и присоединяющихся к нему могут иметь разрывы первого рода, т.е. изменять свои значения скачком. В системе имеют место ударные явления.
   Замечание 3. Определим скорость центра масс системы переменного состава как вектор
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     Справедливы равенства
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     П.1. Рассмотрим  прямолинейный полет реактивного самолета  и пренебрежем изменением его массы за счет расхода топлива на достаточно малом интервале времени. Поскольку двигатели самолета засасывают воздух из атмосферы, а затем его выбрасывают со скоростью, большей скорости самолета, то возникает реактивная сила, разгоняющая самолет. Пусть самолет движется вдоль оси 
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  – массы воздуха, поступившего в двигатели из атмосферы,  и масса воздуха, выброшенная из сопел двигателей. Уравнение (4) представляется в форме
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     Здесь 
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 – сила сопротивления воздуха, приложенная к корпусу самолета,  
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 – скорость струи воздуха, выбрасываемой двигателями, относительно корпуса самолета. Уравнение (7) перепишем в виде 
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   Аналогичным образом доказывается теорема об изменении момента количеств движения системы переменного состава
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       Т.2. Производная от момента количеств движения системы переменного состава относительно неподвижной точки 
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     Приращение момента количеств движения за время 
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       Далее с точностью до малых первого порядка относительно 
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    Заменим в первом интеграле поле ускорений на  поле сил согласно (2), разделим  правую и левую части предыдущего равенства на 
[image: image533.wmf]t

D

 и перейдем к пределу при 
[image: image534.wmf]t

D

 стремящимся к нулю. В результате получим  соотношение (9), если поле активных сил заменить полем внешних активных сил, используя третий закон Ньютона.

   П. 2. Пусть твердое тело вращается вокруг неподвижной оси 
[image: image535.wmf]Oz

. В теле имеется тонкий криволинейный канал 
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, начало которого точка 
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 лежит на оси 
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, а конец точка 
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 – на поверхности тела. В системе координат 
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, связанной с телом, уравнение канала задается в параметрическом виде 
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 в точке с координатой 
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.  Вдоль кривой 
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 перемещаются материальные частицы с относительной скоростью 
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. Система переменного состава состоит из твердого тела и множества частиц, находящихся в канале 
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. Переменность состава обусловлена поступлением в канал в точке 
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  новых частиц и выбросом из канала в точке 
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 частиц системы. Скорости перемещений точек границы 
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 системы переменного состава отличны от нуля в концевых точках канала и соответственно равны 
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, поскольку внешние нормали в этих точках 
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    Здесь 
[image: image558.wmf]0
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– момент инерции тела относительно оси 
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. Далее согласно (9) получим
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где 
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, действующих на точки системы. Второе слагаемое в предыдущем равенстве равно нулю, так как векторы 
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    Если момент внешних сил положить равным нулю, то угловая скорость тела определяется формулой
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    Все движения системы стремятся к стационарному вращению тела вокруг оси 
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 с угловой скоростью 
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    Рассмотрим случай физического маятника, когда момент внешних сил 
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   Реактивный момент равен сумме постоянного момента и  момента, линейных диссипативных сил. 
    Докажем теорему об изменении кинетической энергии системы переменного состава.

    Т.3. Производная кинетической энергии системы переменного состава равна сумме мощностей активных и реактивных сил, т.е. 

                 
[image: image571.wmf]m

d

t

t

W

W

W

t

d

dT

t

A

r

ò

=

+

=

)

(

)

(

)

,

)

,

,

(r

R

f(r

&

                                          (10)

      
[image: image572.wmf]ò

ò

-

+

+

+

=

s

s

s

r

s

r

d

t

t

t

d

t

t

t

W

r

))

,

),

,

)(

0

,

(

2

1

))

,

),

,

)(

,

(

2

1

2

2

)

(

n(r

u(r

r

R

n(r

u(r

r

R

&

&

 
      Согласно определению кинетическая энергия системы переменного состава и ее приращение равны
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   Представим приращение кинетической энергии в виде
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   Далее с точностью до малых первого порядка относительно 
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    Заменим в соотношении (11) поле ускорений на поле активных сил согласно (2), разделим полученное равенство на  
[image: image577.wmf]t

D

 и прейдем к пределу  при 
[image: image578.wmf]t

D

 стремящимся к нулю. В результате получим соотношение (10).

     П. 3. На горизонтальной плоскости расположена бесконечная система цилиндрических катков с осями, параллельными оси 
[image: image579.wmf]Oy

. Масса каждого катка равна 
[image: image580.wmf]m

, 
[image: image581.wmf]a

 –  радиус цилиндра, 
[image: image582.wmf]J

 – момент инерции относительно оси цилиндра. Расстояние между осями покоящихся цилиндров равно 
[image: image583.wmf]a

4

. По каткам движется доска вдоль оси 
[image: image584.wmf]Ox

. Длина доски 
[image: image585.wmf]2
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. Относительные скорости точек контакта катков с доской и дорогой равны нулю. В качестве системы переменного состава рассматривается доска и набор катков, контактирующих с ней. Состав системы меняется в дискретные моменты времени, когда новый передний каток соприкасается с краем доски, а каток на заднем краю доски прекращает контактировать с доской. В промежутке между этими событиями система сохраняет состав, а доска движется с постоянной скоростью, поскольку имеет место закон сохранения энергии. Непосредственно перед контактом с передним катком доска двигалась по 
[image: image586.wmf]n

каткам, а кинетическая энергия системы равнялась 
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где 
[image: image588.wmf]0
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 – начальная скорость доски. Процесс взаимодействия доски с катком будем описывать абсолютно неупругим ударом, в результате которого поле скоростей катка становится отличным от нуля. После того, как передний каток вошел в контакт с передним краем доски, а задний каток покинул систему переменного состава, система сохранила свою массу, но потеряла часть кинетической энергии за счет выхода из состава системы заднего катка. В результате получим равенство
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    Здесь 
[image: image590.wmf]1

v

 – скорость доски после контакта переднего катка с доской. Если произошло 
[image: image591.wmf]k

 замен передних и задних катков, то скорость доски окажется равной 
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    Время между двумя последовательными контактами переднего края доски с катком 
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, а скорость 
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 при 
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. Рассмотренный пример иллюстрирует ситуацию, когда в системе имеют место «жесткие» удары, а ее состав меняется в дискретные моменты времени.

     П. 4. Обобщим пример, рассмотренный выше, на случай, когда катки заменяются слоем сплошной среды, например, слоем жидкости или достаточно мелкого песка толщиной 
[image: image596.wmf]h

. Систему переменного состава образует доска и часть слоя сплошной среды,  
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Рис. 2.

ограниченной концами доски 
[image: image598.wmf]A

 и 
[image: image599.wmf]B

 (рис. 2). Предположим, что поле скоростей точек в слое сплошной среды распределено по линейному закону
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где 
[image: image601.wmf]v

 – скорость доски вдоль оси 
[image: image602.wmf]Ox

. Скорости точек сплошной среды справа от переднего края доски 
[image: image603.wmf]B

 примем равными нулю, а непосредственно левее заднего конца доски 
[image: image604.wmf]A

 скорости точек среды предполагаются заданными представленным выше линейным законом (12). За интервал времени 
[image: image605.wmf]t
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 к системе присоединяются массы с нулевыми абсолютными скоростями в слое сплошной среды справа от вертикальной линии 
[image: image606.wmf]B

. За это же время  через вертикальную границу 
[image: image607.wmf]A

 систему покидают точки имеющие скорости, определяемые линейным законом (12). В результате мощность реактивных сил в теореме об изменении кинетической энергии (формулы (10)) оказывается равной 
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     Здесь 
[image: image609.wmf]l
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r

 – плотность материала сплошной среды и ширина доски в направлении оси 
[image: image610.wmf]Oz

. Если доска движется с постоянной скоростью под действием постоянной силы 
[image: image611.wmf]y

F

e

, то кинетическая энергия системы переменного состава постоянна, а мощность внешней силы 
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. Теорему об изменении кинетической энергии системы переменного состава запишем в форме
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      Если внешняя сила 
[image: image614.wmf]0

=

F

, то ускорение доски отрицательно. Кинетическая энергия системы и теорема об ее изменении примут вид
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где 
[image: image616.wmf]L

 – длина доски 
[image: image617.wmf]AB

. Таким образом, из уравнения движение доски 
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получим скорость доски и закон ее движения
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   П. 5. Рассмотрим плоскую задачу о скольжении тела по «непрерывной» цепочке  масс, связанных пружинками и демпферами с неподвижным основанием. Массы расположены вдоль оси 
[image: image620.wmf]OX

. В стационарном поступательном движении тела со скоростью 
[image: image621.wmf]V

 вдоль оси 
[image: image622.wmf]OX

 на тело действует  сила 
[image: image623.wmf]F

, направленная по оси 
[image: image624.wmf]OX

 и ортогональная ей сила 
[image: image625.wmf]P

,  обуславливающая перемещения масс вдоль оси 
[image: image626.wmf]OY

в зоне контакта тела с цепочкой масс. На рис.3 пружинки обозначены пунктирными линиями. В качестве системы переменного состава рассмотрим тело и множество масс, соприкасающихся с поверхностью тела. Масса системы не меняется, но состав системы переменен. На переднем фронте зоны контакта  к системе присоединяются массы с нулевой абсолютной скоростью, а на заднем фронте  – отделяются массы, абсолютные скорости которых направлены по оси 
[image: image627.wmf]OY

 и согласно теореме сложения скоростей равны 
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, если подвижная система координат связана с движущимся телом. Относительная скорость направлена по касательной к кривой образующей поверхность тела  угол 
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 (рис.3). В результате получим 
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[image: image631]
                                                                    Рис.  3.

   Применим теорему об изменении кинетической энергии к описанной выше системе переменного состава в случае стационарного движения тела.   Имеем
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   Здесь 
[image: image633.wmf]0

r

 – линейная плотность цепочки масс распределенных непрерывным образом вдоль оси 
[image: image634.wmf]OX

.  В результате из соотношения (10) получим силу 
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, т.е. сила сопротивления движения, обусловленная переменностью состава системы, пропорциональна квадрату скорости тела.

ОБОБЩЕННОЕ УРАВНЕНИЕ МЕЩЕРСКОГО ДВИЖЕНИЯ ТОЧКИ ПЕРЕМЕННОГО СОСТАВА. ФОРМУЛА ЦИОЛКОВСКОГО. РАЗГОН РАКЕТЫ В ОДНОРОДНОМ ПОЛЕ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ

   О. Материальной точкой переменного состава называется точка, масса которой изменяется  за счет отделяющихся от нее и присоединяющихся к ней частиц. 

      Теорема об изменении количества движения точки переменного состава (4) записывается  в форме
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      Здесь 
[image: image637.wmf])
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– скорость точки относительно инерциальной системы координат, 
[image: image638.wmf])
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 – соответственно массы и абсолютные скорости  частиц,  присоединившихся к точке переменного состава и  покинувших ее, 
[image: image639.wmf]F

 - сила, действующая на точку.   Уравнение (11) называется обобщенным уравнением  Мещерского и представляется в виде 

                       
[image: image640.wmf]0

,

0

,

)

0

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

2

1

2

2

1

1

³

³

+

-

+

=

m

m

t

t

m

t

t

m

t

t

M

r

r

&

&

&

&

&

u

u

F

v

                   (14)

   Величины 
[image: image641.wmf])
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 являются  относительными скоростями частиц присоединяющихся к точке переменного состава и отделяющихся от нее. 

       В рамках этой модели опишем движение реактивного самолета, когда присоединяющиеся частицы – это воздух, засасываемый реактивным  двигателем, а отделяющиеся частицы – это смесь разогретого воздуха и сгоревшего топлива, вытекающая из сопла реактивного двигателя. Если пренебречь массой сгоревшего топлива по сравнению с массой воздуха, прошедшего через двигатель самолета, то получим 
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.  Относительные скорости частиц покидающих и присоединяющихся к материальной точке, вообще говоря, могут быть  отличными от нуля. Это обстоятельство следует трактовать как ударные явления, поскольку скорости частиц изменяются скачком.

В случае, когда присоединяющихся частиц нет и 
[image: image643.wmf]0
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, уравнение (14) представляется в форме уравнения Мещерского
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    Последнее слагаемое в соотношении (15) называется реактивной силой.

   С.1. Если относительные скорости частиц отделяющихся от точки переменного состава равны нулю, то уравнение Мещерского по форме совпадает со вторым законом Ньютона для материальной точки постоянной массы
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    С.2. Если абсолютные скорости отделяющихся частиц равны нулю, то уравнение (15) представляется в виде
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        Рассмотрим прямолинейное движение изолированной материальной точки, моделирующей движение ракеты, когда действующая на нее сила равна нулю, а  относительная скорость покидающих частиц постоянна и коллинеарна  абсолютной скорости точки переменного состава. В этом случае уравнение Мещерского примет вид
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      Последняя формула в соотношении (16) называется формулой Циолковского и определяет изменение скорости ракеты  в зависимости от израсходованной массы топлива. Скорость ракеты может увеличиваться, если относительная скорость истечения газов из сопла реактивного двигателя будет противоположна начальной скорости ракеты, и уменьшаться в противном случае. Отметим, что изменение скорости пропорционально скорости истечения газов из реактивного двигателя.

    П. 6. Пусть ракета движется по вертикали в однородном поле силы тяжести, скорость истечения газов из двигателя ракеты постоянна относительно корпуса ракеты и направлена вниз по вертикали. Уравнение движения представим в виде уравнения Мещерского в проекции на вертикаль. Имеем
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     Здесь 
[image: image649.wmf]u

 - относительная скорость отделяющихся частиц. Ракета начнет подниматься, если в начальный момент времени 
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. Заметим, что производная массы  ракеты по времени отрицательна. Последнее неравенство означает, что реактивная сила превосходит вес ракеты.  Закон движения  ракеты определяется формулой 
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     В приведенных выше формулах предполагалось, что ракета начала движения из начала координат с нулевой скоростью.

ДВИЖЕНИЕ СВОБОДНОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА ПЕРЕМЕННОГО СОСТАВА.

ВРАЩЕНИЕ ВОКРУГ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ И ОСИ.

    О. Твердым телом переменного состава называется множество точек переменного состава, расстояния между которыми не изменяются в процессе движения. 

     Это означает, что система материальных точек определена на фиксированном множестве 
[image: image652.wmf]W

, а ее мера зависит от времени, т.е.  
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. Изменение меры, определяющей массу соответствующего множества, происходит за счет присоединения и отделения материальных частиц.  

  Система координат 
[image: image655.wmf]3
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 неподвижна, а система координат 
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 связана с твердым телом. Точка 
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, вообще говоря, не является центром масс тела, так как в процессе изменения масс точек тела центр масс перемещается внутри тела.  Зададим дифференциал меры в виде 
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 - радиус вектор точки твердого тела относительно системы координат 
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 определяет увеличение плотности за счет присоединения материальных частиц к точкам твердого тела, а 
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 – уменьшение плотности за счет отделения материальных частиц. 

    В каждой точке твердого тела определено поле активных сил 
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, обеспечивающее постоянство расстояний между точками твердого тела переменного состава. Эти поля считаются заданными в неподвижной системе координат 
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. Связи, наложенные на перемещения точек твердого тела,  идеальны, и,  как следствие этого, поле реакций связей эквивалентно нулю
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   Теорема об изменении количества движения  системы с учетом соотношений (17) примет вид
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    Аналогичным образом получим теорему об изменении момента количеств движения относительно неподвижной точки
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     Пусть твердое тело вращается вокруг  неподвижной точки 
[image: image669.wmf]O

. Система координат 
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 связана с твердым телом.  Уравнения движения тела получим на основе теоремы об изменении момента количеств движения тела относительно неподвижной точки 
[image: image672.wmf]O



[image: image673.wmf]ò

ò

ò

ò

W

W

W

W

+

´

G

=

´

G

=

´

G

=

G

=

´

´

G

=

-

+

=

x

d

t

t

x

d

t

t

d

t

J

d

t

d

d

t

e

e

t

e

)

,

(

)]

0

,

(

[

,

)

,

(

)]

,

(

]

[

,

)

(

]]

[

,

2

2

2

1

1

1

)

(

)

(

2

1

)

(

r

r

u

r

M

r

r

u

[r

M

f

r

M

ω

r

[

ω

r

G

M

M

M

G

r

r

m

m

&

&

(20)

     Здесь 
[image: image674.wmf]ω
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 – ортогональный оператор перехода от подвижной системы координат к неподвижной и угловая скорость твердого тела, 
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 – поле внешних массовых сил и поля абсолютных скоростей материальных частиц, присоединяющихся к твердому телу и покидающих его, заданные в системе координат 
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.  Учитывая определение тензора инерции твердого тела,  представим соотношение (19) в проекциях на оси подвижной системы координат в виде
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     Объединяя подобные члены, получим векторное уравнение
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где 
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 – относительные скорости частиц присоединяющихся к твердому телу и покидающих его.

    Если тело переменного состава вращается относительно неподвижной оси 
[image: image681.wmf]3
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, то уравнение его движения получается путем проектирования уравнения (20) на эту ось с учетом равенства 
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   П.7. Пусть тело переменного состава вращается вокруг неподвижной оси 
[image: image689.wmf]3
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,  присоединение части к телу отсутствует и 
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, а  отделение частиц твердого тела происходит в точке, характеризуемой вектором  
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 с постоянной относительной скоростью 
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.  Изменение плотности в точке, где происходит отделение частиц, задается  в виде 
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 – постоянный секундный расход массы. В этом случае имеем
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      Уравнение (21) принимает вид
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     Таким образом, определяется угловая скорость вращения тела переменного состава под действием постоянного момента реактивных сил 
[image: image698.wmf]23

m

. Практическая реализация этой задачи получается путем установки реактивного двигателя на твердое тело, вращающееся вокруг неподвижной оси.

    Заметим, что система, рассмотренная выше, отличается от системы переменного состава во втором примере, так как в нем взаимные расстояния между точками системы изменяются со временем. 
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ДИНАМИКА НЕРАСТЯЖИМОЙ НИТИ

Уравнения движения гибкой нерастяжимой нити в декартовых координатах, в проекциях на оси естественного трехгранника и в независимых координатах

     О. Механическая система 
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 EMBED Equation.3  [image: image700.wmf])
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 называется гибкой нерастяжимой нитью, если в процессе движения остается неизменной длина ее любой части.

  Мера, определяющая распределение массы вдоль длины нити, задается соотношением 
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       Условие нерастяжимости нити записывается в форме
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  Дифференцируя правую и левую части соотношения (1) частным образом по 
[image: image707.wmf]s

, получим условие нерастяжимости нити 
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      Условие (2) является двусторонней голономной связью, наложенной на перемещения точек нити, а их возможные перемещения принадлежат функциональному пространству 
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 и удовлетворяют условию
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   Голономная  связь (2) порождает поле реакций связи, которое будем считать идеальным (аксиома идеальных связей). Условие идеальности связей представляется в форме 
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    Воспользуемся методом неопределенных множителей Лагранжа и получим соотношение

                       [image: image712.wmf])
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   Здесь вариации 
[image: image713.wmf])
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 произвольны. Интегрируя второе слагаемое подынтегрального выражения по частям, найдем
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   Полагая 
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, получим согласно основной лемме вариационного исчисления равенство
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      Произвольная функция 
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 в соотношениях (4) имеет смысл натяжения нити в точке с координатой 
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 направленной по касательной к нити.

     Принцип Д`Аламбера-Лагранжа после освобождения от всех связей представится в форме

  
[image: image719.wmf]0

)

0

(

)

,

0

(

)

(

)

,

(

}

)

(

)

,

(

)

,

(

)

(

)

(

)]

,

,

(

{[

0

=

-

-

¢

¢

T

+

-

ò

r

F

r

F

r

r

r

r

r

f

r

d

d

d

r

d

t

l

t

l

s

d

s

t

s

t

s

s

s

t

l

&

&

&

    (5)

   Здесь 
[image: image720.wmf])
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 - поле внешних массовых сил и две внешние силы, приложенные к концам нити. Эти силы могут быть внешними, если соответствующий конец нити свободен, или реакциями связей, если один или оба конца нити закреплены. В любом случае векторное поле возможных перемещений точек нити в соотношении (5) произвольно. Если один или оба конца нити закреплены, то соответствующие возможные перемещения в этих точках полагаются равными нулю (дополнительные голономные связи). Интегрируя по частям выражение, содержащее частную производную от вектора возможных перемещений, под знаком интеграла в равенстве (5) и учитывая произвольность поля возможных перемещений, получим уравнения движения нити и граничные условия 
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  Система уравнений (6) в частных производных совместно с условием нерастяжимости нити (2) образуют полную систему уравнений, описывающих движение нити. Эта система аналогична уравнениям Лагранжа первого рода с неопределенными множителями. В данном случае роль неопределенного множителя играет функция 
[image: image722.wmf])
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, имеющая смысл натяжения нити и подлежащая определению в процессе решения задачи о движении нити. Уравнения (6) содержат граничные условия, соответствующие нити со свободными концами. Если один из концов нити закреплен или задано его движение (голономная связь), то соответствующее граничное условие следует заменить голономной связью, например,  
[image: image723.wmf]0

)

,

0

(

=

t

r

.

   В ряде случаев ставится задача статики - задача определения формы нити в положении равновесия, когда силовое поле внешних сил стационарно и стационарны граничные условия. Уравнение (6), представляется в виде  системы дифференциальных уравнений с обыкновенными производными по натуральному параметру 
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    Спроектируем его на оси естественного трехгранника, связанного с кривой, определяющей форму нити. Орты естественного трехгранника Френе задаются  соотношениями
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где 
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 - кривизна нити. Уравнение (7)  перепишем в виде
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   Уравнения (8) представляют систему обыкновенных дифференциальных уравнений в проекциях на оси естественного трехгранника, связанного с кривой, описывающей равновесие нити. При решении этих уравнений следует учитывать уравнение нерастяжимости нити (2) и граничные условия. 
    Движение нерастяжимой нити можно описать с использованием независимых координат Лагранжа, определив конфигурацию нити соотношением
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где 
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 - единичный вектор касательной к кривой, описывающей форму нити и углы сферической системы координат, определяющие проекции вектора 
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 на оси неподвижной системы координат. Независимыми координатами Лагранжа являются вектор 
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 и две функции  
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, первая из которых принимает значения от нуля до 
[image: image735.wmf]p

, а вторая задана по модулю 
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.  Для определения непрерывной линии, задающей конфигурацию нити, достаточно, чтобы эти функции были суммируемыми по 
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 на интервале 
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. В частности, эти функции могут иметь счетное число разрывов, которым будут соответствовать угловые точки перегиба нити. 

     Заметим, что гибкая нерастяжимая нить может быть получена как предельное состояние механической системы, состоящей из 
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 однородных стержней одинаковой длины соединенных сферическим шарнирами,  при условии, что количество стержней стремится к бесконечности, суммарная длина всех стержней остается постоянной, а  максимум длинны всех стержней стремится к нулю.  Эта процедура может быть реализована путем деления пополам  на каждом шаге всех стержней с добавлением в точках раздела сферических шарниров. Ясно, что в такой модели и ее предельном варианте реакции в стержнях и натяжение нити могут быть и отрицательными.

    Процедуру составления уравнений Лагранжа второго рода рассмотрим для однородной нити постоянной плотности с одним закрепленным концом, полагая 
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. Скорости и возможные перемещения точек нити  определяются по правилу
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   Вариационный принцип Д`Аламбера-Лагранжа запишем в виде
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где поле ускорений точек нити определяется равенством
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     Преобразуем подынтегральное выражение в (11), используя   процедуру интегрирования по частям  и полагая  
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    В результате получим
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      Поскольку в интеграле (12) вариации 
[image: image746.wmf])
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 произвольны, то коэффициенты при них  согласно основной лемме вариационного исчисления должны быть равны нулю. В результате получим два интегро-дифференциальных  уравнения Лагранжа второго рода
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РАВНОВЕСИЕ И МАЛЫЕ КОЛЕБАНИЯ НИТИ В ОДНОРОДНОМ ПОЛЕ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ

   Пусть концы нити с постоянной линейной плотностью 
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 закреплены, и 
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. Конфигурация нити рассматривается относительно инерциальной системы координат 
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 действует поле  силы тяжести 
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. Будем считать, что длина нити превосходит расстояние между ее закрепленными концами. В случае равновесия система уравнений (6) и граничные условия представляются в виде
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      Из второго и третьего уравнений системы (14)  найдем
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Bx

Ax

B

x

A

x

=

-

Þ

=

¢

T

=

¢

T

2

3

3

2

,

                                                  (15)

 Учитывая граничные условия в соотношениях (14), найдем постоянные 
[image: image756.wmf]0

,

0

¹

=

=

A

C

B

. Последнее означает, что нить будет находиться в плоскости 
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.  Представим первые уравнения систем (14) и (15) в дифференциальной форме, учитывая условие нерастяжимости нити    
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       (16)      Согласно первому уравнению (15)  производная 
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 не меняет знак на всем интервале изменения параметра 
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, так как натяжение нити положительно. Если принять в соответствующем граничном условии (14)  координату конца нити 
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 и производная  
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 будут положительными. Это означает, что функция 
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 монотонно возрастает, и координату 
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 можно принять в качестве параметра при определении формы нити. В этом случае последнее соотношение в (16) примет вид
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 Интегрируя последнее равенство, найдем форму нити в положении равновесия
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Постоянные интегрирования 
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 определяются из граничных условий
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и условия равенства длины нити 
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    Таким образом, нить, закрепленная в двух концах, имеет форму, описываемую  гиперболическим косинусом, и называется  цепной линией.

  Рассмотрим теперь задачу о равновесии тяжелой нити и ее малых колебаниях, в случае, когда один ее конец закреплен в начале координат, а второй конец свободен. Используем независимые координаты Лагранжа  
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. В случае равновесия нити в уравнениях  (13) следует положить силовое поле внешних сил равным 
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 и поле ускорений равным нулю. В результате уравнения (13) примут вид
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    Поскольку согласно (9) 
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      Отсюда следует, что 
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 в сферической системе координат изменяется от нуля до 
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    Здесь 
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- борелевское множество,  получаемое путем конечного или счетного разбиения интервала 
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 на интервалы, и дальнейшего выбрасывания произвольной конечного или счетного множества в полученной системе интервалов. Подобная структура функции 
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 и может принимать два различных значения 0 или 
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, функция 
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принимает только одно значение. Все возможные положения равновесия нить представляются нитью сложенной конечное или счетное число раз вдоль оси 
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, что связано с двусторонним характером наложенной на перемещения точек нити связи (условие нерастяжимости). 
     Среди положений равновесия существует одно, когда натяжение нити положительно. Это происходит при 
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, когда нить висит  вдоль вертикальной оси. Исследуем устойчивость этого положения равновесия. Потенциальная энергия нити и ее вариации равны
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    В положении равновесия 
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 вариации принимают вид
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     Согласно теореме Лагранжа об устойчивости положения равновесия  положение равновесия нити, весящей по вертикали, устойчиво, так как вторая вариация функционала потенциальной энергии положительна, и потенциальная энергия имеет изолированный минимум в этом положении равновесия.
     Рассмотрим малые колебания нити около этого положения равновесия, используя уравнения  движения в декартовых координатах  (6). Имеем
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   Сделаем замену переменных  
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 соответствуют положению равновесия вертикально висящей  нити. Считая возмущения и их производные малыми величинами и сохраняя только члены первого порядка малости, представим уравнения системы  (18) и условие нерастяжимости нити в виде 
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   Из третьего уравнения следует,  что 
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  Уравнение (20) было получено Д.Бернулли при описании малых  колебаний подвешенной цепи и им же было получено решения в виде рядов. В дальнейшем это уравнение изучал Л.Эйлер и Ф.Бессель.  Решение уравнения (20) будем искать в виде 
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     Первое уравнение системы (21) имеет решение 
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 и определяет гармонический характер колебаний собственных форм нити, которые являются решениями   второго уравнения
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   Функция Бесселя нулевого порядка 
[image: image808.wmf])
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 описывает нормальную форму нити.  Ее вид подобен графику косинусойды, амплитуда колебаний которой стремится к нулю при 
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 стремящемся к бесконечности. Отметим ряд свойств функции Бесселя. Во-первых, 
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, во-вторых, ряд, определяющий функцию Бесселя, сходится равномерно при любом  
[image: image811.wmf]z

 и, следовательно,  сходится к непрерывной функции. В-третьих, этими же свойствами обладают ряды, полученные путем дифференцирования всех членов исходного ряда. Следовательно, функция Бесселя является аналитической и непосредственной проверкой  путем вычисления производных от членов ряда проверяется, что она является решением последнего уравнения в (21). Наконец, уравнение
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 имеет счетное число действительных корней 
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, образующих последовательность, стремящуюся к бесконечности.  Учитывая граничное условие в (21) , получим  спектр собственных частот 
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. При этом соответствующая нормальная собственная форма малых колебаний нити представится  функцией Бесселя, заданной на интервале изменения 
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от нуля до 
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         Решение задачи о малых колебаниях нити около положения равновесия записывается в форме
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где постоянные 
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 определяются из начальных условий  
[image: image820.wmf])
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ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ РАВНОВЕСИЯ  ГИБКОЙ НИТИ ПРИВЯЗАННОЙ К СПУТНИКУ НА КРУГОВОЙ ОРБИТЕ
    Рассмотрим вращающуюся систему координат 
[image: image821.wmf]Oxyz

. Ее угловая скорость постоянна и направлена по оси 
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.  В точке 
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 помещена материальная точка, порождающая гравитационное поле с гравитационной постоянной 
[image: image824.wmf]m

, а на оси 
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 на расстоянии 
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 находится массивный спутник, к которому привязана однородная гибкая нерастяжимая нить длины 
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.  Угловая скорость вращения системы координат соответствует угловой скорости вращения спутника по круговой орбите и равна  
[image: image828.wmf]3
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.  Предполагается, что движение нити не возмущает движения спутника. Требуется найти положения равновесия нити относительно вращающейся системы координат и исследовать их устойчивость. 

    Представим радиус вектор точки нити 
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где 
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 – орты  соответствующих осей. Заметим, что ось 
[image: image831.wmf]Oy

 ортогональна плоскости орбиты, а ось 
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 параллельна касательной к орбите движения спутника. Поскольку система координат 
[image: image833.wmf]Oxyz

 не инерциальная, то  уравнения движения нити с учетом центробежных и кориолисовых сил инерции  представляются в виде
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   Последние два условия в (22) являются кинематическими граничными условиями – условие закрепления нити на спутнике и динамическим граничным условием – равенство нулю натяжения нити на ее свободном конце. Здесь 
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 – натяжение  и линейная плотность нити соответственно. Поля центробежных  и гравитационных сил, действующие на точки гибкой нити, потенциальны, и их потенциал равен
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    Допустим, что справедлива оценка 
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 – малый параметр. Разложим потенциальную энергию (24) по малому параметру 
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 с точностью до членов второго порядка малости включительно. Имеем
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  Отбрасывая постоянную величину, получим функционал потенциальной энергии в виде 
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       Первая и вторая вариации функционала (26) равны
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     На относительных положениях равновесия нити первая вариация обращается в нуль. Учитывая равенства (22), представим первую вариацию в виде 
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Последние два уравнения (28) имеют вид 
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    Если 
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, и нить находится на оси 
[image: image847.wmf]Ox

, т.е. расположена на прямой касательной к орбите. Точнее она располагается на самой орбите, имея множество точек перигиба. 
    Из выражения  первой вариации в (27) следует, что поле сил, действующих на точки нити, имеет компоненты 
[image: image848.wmf])
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. Отсюда следует, что нить в положении равновесия должна располагаться либо в плоскости 
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   Из уравнений (30) получим
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     Поскольку 
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 и значения углов в положении равновесия равны
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где 
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 – борелевское множество, полученное путем разбиения интервала 
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 на конечное или счетное число интервалов и дальнейшего отбрасывания любой их совокупности. Среди этих положений равновесия существуют две конфигурации нити,  вытянутой вдоль оси 
[image: image862.wmf]Oz

 в положительном и отрицательном направлениях, при которых натяжение нити положительно на всей ее длине. Этим конфигурациям  соответствуют значения угла 
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   Исследуем устойчивость найденных конфигураций. Прежде всего, заметим, что рассматриваемая механическая система имеет первый интеграл – интеграл Якоби или обобщенный интеграл энергии.  Умножим уравнение движения  (23) на 
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так как 
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   Устойчивость исследуемых положений равновесия будет иметь место, если потенциал 
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 имеет изолированный минимум в окрестности положений равновесия. Функционал 
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в  этом случае является функционалом Ляпунова, и согласно теореме Ляпунова положения равновесия устойчивы. Покажем, что потенциал 
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 имеет изолированный минимум на рассматриваемых положениях равновесия. Для этого достаточно показать, что вторая вариация потенциала гравитационных и центробежных сил в (27) положительна. Имеем
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       Далее найдем
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     В результате вторая вариация потенциальной энергии примет вид
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    Следовательно, по теореме Ляпунова положения равновесия 
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 устойчивы. 
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